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Resumen
Se estudia un me´todo para generar enredamiento entre dos a´tomos que atraviesan secuen-
cialmente una cavidad cua´ntica electrodina´mica (cQED) mediante interacciones a´tomo-
campo en las que se intercambian un foto´n o dos fotones.
Se analizan las condiciones bajo las cuales es va´lido el hamiltoniano para el caso de intercam-
bio de dos fotones, que se construye empleando la teor´ıa de perturbaciones independiente
del tiempo.
Se muestra que, cuando dos a´tomos que atraviesan secuencialmente el campo de una ca-
vidad, inicialmente en un estado de Fock, se preparan en sus estados excitados, existe un
valor ma´ximo de enredamiento entre los dos a´tomos. Este valor es independiente del nu´me-
ro de fotones de intercambio entre el a´tomo y el campo, pero puede ajustarse cambiando
los tiempos de interaccio´n de cada a´tomo con la cavidad. Se concluye que el enredamien-
to a´tomo-a´tomo generado por la interaccio´n con una cavidad presenta un comportamiento
universal, en el sentido de que no se obtiene ma´s enredamiento solamente por considerar un
mayor nu´mero de fotones de intercambio.
Adicionalmente, se encuentran los valores de los para´metros para que el estado ato´mico
quede preparado, despue´s de las interacciones con el campo, en un estado con un valor dado
de enredamiento. En particular, se establece un re´gimen para la eleccio´n de los para´me-
tros f´ısicos que hacen posible tener el ma´ximo enredamiento entre los a´tomos. En el caso
disipativo se identifican los tiempos de interaccio´n que generan estados ma´s robustos en el
sistema.
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Abstract
A method to generate entanglement between two atoms which sequentially cross a quantum
electrodynamics cavity (cQED), through an interaction with the field in which one or two-
photons are exchanged, is studied. The validity conditions of the two-photon Hamiltonian,
built employing the time-independent perturbation theory, are discussed.
When two atoms, which traverse sequentially the cavity, are prepared in their excited states
and interact with an initially empty electromagnetic field, there is a maximum value of ato-
mic entanglement. This value, which does not depend on the number of photons exchanged,
depends on the interaction times of each atom with the cavity field. We conclude that the
atom-atom entanglement generated by interaction with a cavity has a universal behavior,
in the sense that no entanglement is gained only by considering a larger number of photons
exchanged. Additionally, the parameter values to prepare an atomic state —after interac-
tion with the field— with a given degree of entanglement, are discussed. In particular, a
choice of physical parameters that provides maximum atomic entanglement is identified. In
the dissipative case the interaction times of interaction that generate more robust states in
the system, are identified.
Keywords: Control of entanglement, Dynamic Stark effect, cQED.
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Introduccio´n
La formalizacio´n de la teor´ıa cua´ntica en los inicios del siglo XX trajo consigo una serie
de elementos completamente “extran˜os” desde la perspectiva cla´sica de la descripcio´n de la
naturaleza, entre ellos la superposicio´n de estados y con este el enredamiento entre estados
de sistemas multipartitos. Este u´ltimo feno´meno (el de enredamiento) suscito´ una contro-
versia enorme hasta el punto de poner en tela de juicio la teor´ıa cua´ntica. Sin embargo, los
experimentos le dieron la razo´n.
El enredamiento cua´ntico se entiende hoy como el concepto que caracteriza la presencia de
correlaciones muy fuertes entre dos o ma´s partes de un sistema f´ısico, que no pueden lograrse
mediante procesos cla´sicos locales; se considera la clave que permite distinguir la teor´ıa de
la informacio´n cua´ntica de la cla´sica, y juega un papel importante en la computacio´n y
el procesamiento de informacio´n cua´ntica [1]. Durante los u´ltimos an˜os se ha notado un
aumento en los esfuerzos por caracterizar las propiedades cualitativas y cuantitativas del
enredamiento y su aplicacio´n, con el objeto de encontrar formas de generarlo y controlarlo;
se podr´ıa decir que el estudio de las propiedades dina´micas del enredamiento es el motor
del procesamiento de informacio´n cua´ntica.
Como resultado de la investigacio´n intensa en el campo de la computacio´n cua´ntica se han
producido un variedad de me´todos para distribuir enredamiento bipartito, utilizando por
ejemplo canales foto´nicos (pares de fotones [2, 3], cavidades con pe´rdidas [4, 5]) o canales
ato´micos (iones atrapados [6, 7]). Sin embargo, la falta de una comprensio´n ma´s completa
de las propiedades del enredamiento para estados mezclados en sistemas multipartitos de
muchos “niveles” no permite concluir au´n cua´l es la forma o´ptima de distribuir enredamiento
entre partes distantes. Entre los estudios que se interesan por estos temas se encuentran
resultados que muestran que es posible crear enredamiento entre dos sistemas distantes que
no interaccionan directamente sino que lo hacen a trave´s de un sistema comu´n, como un
campo, un entorno o un dispositivo de medida [8–10]. En particular, la generacio´n de estados
enredados en un sistema de dos a´tomos no interactuantes, reviste un intere´s especial, toda
vez que este tipo de a´tomos pueden representar los qubits (o bits cua´nticos), que en u´ltimas
son los elementos esenciales para la implementacio´n de los protocolos de procesamiento de
informacio´n.
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Una de las primeras propuestas para la generacio´n de enredamiento entre a´tomos fue hecha
por Cirac y Zoller [8], ellos aprovecharon la formacio´n de enredamiento en la interaccio´n
foto´n-a´tomo para la generacio´n subsecuente de correlaciones entre a´tomos separados espa-
cialmente, se ha mostrado ampliamente que esta idea es completamente va´lida utilizando
el micromaser1 con procesos de absorcio´n y emisio´n de uno y dos fotones en una transicio´n
ato´mica [11–13].
Las investigaciones realizadas con procesos multifoto´nicos han mostrado algunos feno´menos
“interesantes”, por ejemplo, una estad´ıstica de fotones fuertemente sub-poissoniana que se
incrementa con el nu´mero de fotones [14] y que adema´s en este tipo de procesos se induce
un corrimiento por efecto Stark en los niveles de energ´ıa de los a´tomos relacionado con la
magnitud del campo ele´ctrico de la radiacio´n dentro de la cavidad [15]. Estas caracter´ısticas
han llamado nuestra atencio´n (y la de algunos otros autores [16–19]) sobre la forma co´mo
el tipo de interaccio´n en la cavidad (uno o dos fotones), el tiempo de interaccio´n y el efecto
Stark afectan el enredamiento ato´mico en un intento por proponer una forma de generacio´n
y control de enredamiento entre qubits en tiempo real como lo requieren los protocolos de
procesamiento de informacio´n.
Cabe resaltar los objetivos que nos propusimos en este trabajo, el primero de ellos fue
el de construir un modelo para describir la interaccio´n a´tomo-campo con procesos de se-
gundo orden de dos fotones y con e´l estudiar la dina´mica de dos a´tomos que atravesaban
secuencialmente una cavidad sin pe´rdidas; el segundo objetivo fue el de calcular el grado
de enredamiento ato´mico y determinar los para´metros f´ısicos que producia´n su variacio´n;
como tercer objetivo nos propusimos comparar el grado de enredamiento ato´mico cuando
se tienen procesos de uno y dos fotones y por u´ltimo exploramos la posibilidad de controlar
el enredamiento de los a´tomos que interactuaban v´ıa una cavidad con disipacio´n, mediante
la variacio´n de los para´metros f´ısicos ya identificados.
Esta tesis esta´ organizada de la siguiente manera: en el cap´ıtulo 1 se encuentran los conceptos
fundamentales para el estudio de la interaccio´n de la radiacio´n y la materia; all´ı se hace
tambie´n una discusio´n sobre la introduccio´n del efecto Stark dina´mico y del modelo efectivo
que describe un proceso de dos fotones en resonancia. El cap´ıtulo 2 esta´ dedicado al estudio
de lo que se entiende hoy d´ıa en enredamiento y decoherencia, co´mo se modela y co´mo se
cuantifica. El cap´ıtulo 3, contiene los aportes de este trabajo: iniciamos con la construccio´n
del modelo efectivo de interaccio´n radiacio´n-materia en procesos de segundo orden de dos
fotones fuera de resonancia y discutimos las realizaciones experimentales, condiciones y
suposiciones, ventajas y desventajas del tratamiento utilizado; calculamos el enredamiento
ato´mico en el caso de una interaccio´n con una cavidad ideal y tambie´n con una cavidad
con pe´rdidas e identificamos los para´metros que controlan el enredamiento. Este cap´ıtulo
1Debido a que los tiempos de vida de un foto´n en la cavidad pueden ser ma´s largos que los tiempos de
vida en el espacio libre, esto asegura que la “memoria” del enredamiento entre el a´tomo y el campo, pueda
influenciar la interaccio´n entre los a´tomos subsiguientes y el campo e inducir correlaciones no-locales entre
a´tomos sucesivos [12].
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tambie´n presenta de forma resumida los principales resultados junto con las perspectivas
para una investigacio´n futura.

Cap´ıtulo 1
Interaccio´n de la radiacio´n con la
materia
El estudio de la interaccio´n de la luz y los a´tomos fue esencial en el desarrollo de la teor´ıa
cua´ntica en la primera mitad del siglo XX. En particular, la construccio´n progresiva de la
teor´ıa de la luz ha pasado por tres enfoques diferentes para modelar su interaccio´n con la
materia. El primero de ellos fue el de la f´ısica cla´sica en el cual la luz se concibe como ondas
electromagne´ticas y los a´tomos como dipolos cla´sicos, despue´s se desarrollo´ el tratamiento
semi-cla´sico que aplica la teor´ıa de la meca´nica cua´ntica a los a´tomos, pero la luz sigue
siendo una onda electromagne´tica y ma´s recientemente el modelo completamente cua´ntico
que considera la luz como fotones y la materia cuantizada; este u´ltimo enfoque es lo que
se conoce como o´ptica cua´ntica. La teor´ıa semi-cla´sica sigue siendo utilizada en muchos
propo´sitos, aunque en general los resultados experimentales sean ma´s consistentes con las
predicciones de la o´ptica cua´ntica
La realizacio´n experimental de algunos de los feno´menos cua´nticos (o´pticos) se ha llevado
a cabo en cavidades cua´nticas electrodina´micas (cQEDs por sus siglas en ingle´s), en las
cuales los a´tomos que las atraviesan interaccionan fuertemente con uno de los modos de la
radiacio´n confinada en la cavidad. Este tipo de dispositivos han llegado a ser la herramienta
predilecta para probar desde los fundamentos de la meca´nica cua´ntica, los procesos de
emisio´n y absorcio´n tanto de uno como de dos fotones por transiciones ato´micas hasta la
generacio´n de estados gato de Schro¨dinger y del enredamiento cua´ntico.
En este cap´ıtulo se discutira´ la construccio´n del modelo completamente cua´ntico, partiendo
de una breve revisio´n de la cuantizacio´n del campo electromagne´tico y el acoplamiento
entre campos y cargas; las principales aproximaciones que se hacen y las feno´menos que se
presentan en la interaccio´n resonante y dispersiva para procesos de uno y dos fotones.
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1.1. Modelo de Jaynes-Cummings y procesos de un so´lo
foto´n
Un modo de campo electromagne´tico confinado en una cavidad que no interacciona con
otros sistemas o grados de libertad se describe mediante el Hamiltoniano [20]
Ĥ = ~ωc
(
aˆ†aˆ+
1
2
)
, (1.1)
en el que los operadores aˆ†, aˆ, aˆ†aˆ se conocen como los operadores de creacio´n, destruccio´n
y nu´mero de fotones respectivamente y ωc es la frecuencia angular del modo de campo
confinado.
El operador de campo ele´ctrico en el punto r dentro de la cavidad es una combinacio´n lineal
de los operadores de creacio´n y destruccio´n que puede escribirse en la imagen de Heisenberg
como [21]
Ê(r, t) =
√
~ωc
2ε0V
(
cf(r)aˆe
−iωct + ∗cf
∗(r)aˆ†eiωct
)
, (1.2)
donde c es un vector unitario que describe la polarizacio´n del campo en r y f es una
funcio´n escalar con valor ma´ximo 1 que tiene informacio´n del perfil de campo dentro de la
cavidad.
En muchas situaciones, la variacio´n espacial del campo sobre las dimensiones del sistema
ato´mico que interacciona con e´l llega a ser despreciable. Por ejemplo, la longitud de onda
o´ptica λo´ptica es del orden de muchos cientos de angstro¨ms
λo´ptica
2pi
=
1
|k|  |ra´tomo|, (1.3)
es decir, mucho mayor que |ra´tomo| el taman˜o caracter´ıstico del a´tomo. Bajo esta condicio´n
se tiene que
f(r) ≈ 1, (1.4)
y la ecuacio´n (1.2) se reduce a
Ê(r, t) ≈ Ê(t)
=
√
~ωc
2ε0V
(
caˆe
−iωct + ∗c aˆ
†eiωct
)
.
(1.5)
Esta aproximacio´n se conoce como aproximacio´n dipolar y tiene adema´s otras implicaciones
sobre el modelo que describe la interaccio´n de una carga con dicho campo como se ve a
continuacio´n.
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Acoplando campos y cargas
Primero consideremos un electro´n libre de carga q y masa m, cuyos operadores de posicio´n
y momento son R̂ y P̂ , que se acopla con un modo de campo electromagne´tico descrito en
la imagen de Schro¨dinger por su potencial vectorial Â(r). Despreciando los efectos magne´ti-
cos vinculados con el esp´ın del electro´n, el Hamiltoniano de este sistema en el calibre de
Coulomb1 es [20]
Ĥec = ~ωc
(
aˆ†aˆ+ 1/2
)
+
1
2m
[P̂ − qA(R̂)]2
= ~ωc
(
aˆ†aˆ+ 1/2
)
+
P̂
2
2m
− q
2m
[
P̂ · Â(R̂) + Â(R̂) · P̂
]
+
q2
2m
Â
2
(R̂).
(1.6)
Examinando el desarrollo de esta expresio´n se distingue la contribucio´n libre de la part´ıcula
y el campo ~ωc
(
aˆ†aˆ+ 1/2
)
+ P̂
2
/2m de los te´rminos que dependen de q, que combinan
observables de ambos subsistemas y que describir´ıan por tanto el acoplamiento entre ellos.
Ahora consideremos un electro´n ligado a un a´tomo hidrogenoide que se mueve en una
pequen˜a regio´n del espacio con dimensiones lineales del orden del radio de Bohr a0. El
Hamiltoniano electro´nico libre es entonces P̂
2
/2m + V (R̂) donde V (r) es el potencial de
Coulomb en el punto r producido por el nu´cleo situado en el origen. El acoplamiento entre
el electro´n y el campo au´n se puede describir por los te´rminos dependientes de q en el
Hamiltoniano (1.6).
El momento del electro´n es del orden de ~/a0 y la razo´n entre los valores esperados de
los te´rminos de Ĥec proporcionales a q y q
2 es del orden de ξ = ~/(qa0A). En un proceso
de absorcio´n o emisio´n de fotones resonante o casi resonante ξ es igual a la razo´n entre la
energ´ıa de transicio´n ato´mica ~ωc y la energ´ıa de polarizacio´n qa0E del a´tomo en el campo
de radiacio´n (ξ = ~ωc/(qa0E)). Esta razo´n es muy pequen˜a, a menos que el campo sea tan
intenso que se produzcan fuertes cambios en los niveles energe´ticos del a´tomo, situacio´n que
no se considera en este tratamiento. De esta forma se puede despreciar el cuarto te´rmino
en la ecuacio´n (1.6) y escribir el Hamiltoniano de interaccio´n electro´n-campo como
Ĥ intec ≈ −
q
2m
[
P̂ · Â(R̂) + Â(R̂) · P̂
]
= − q
m
P̂ · Â(R̂), (1.7)
donde usamos la propiedad de conmutacio´n entre R̂ y P̂ que resulta de la relacio´n que
define el calibre de Coulomb, ∇ · Â = 0 (∇ · Â = P̂ · Â).
De la ecuacio´n (1.6) y mediante una transformacio´n de calibre [20, 22] que no discutimos
aqu´ı se obtiene que la interaccio´n electro´n-campo tambie´n puede ser escrita como
Ĥdipolarec = −dˆ · Ê, (1.8)
1En el calibre de Coulomb, el campo, lejos de sus fuentes, se describe por un potencial vectorial libre de
divergencia, es decir ∇ · Â = 0. El potencial escalar de este campo es despreciable.
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una expresio´n que involucra el producto escalar entre el campo ele´ctrico aplicado en el
nu´cleo con el operador dipolar ato´mico
dˆ = qR̂, (1.9)
que es va´lida so´lo en el l´ımite a0  λo´ptica (consistente con la condicio´n (1.3) de la aproxi-
macio´n dipolar).
La interaccio´n de un campo de radiacio´n Ê con un a´tomo de un so´lo electro´n se describe
por el siguiente Hamiltoniano en la aproximacio´n dipolar
Ĥ = Ĥa + Ĥc − dˆ · Ê. (1.10)
Aqu´ı, Ĥa y Ĥc son las energ´ıas del a´tomo y el campo respectivamente, en ausencia de
interaccio´n. Cabe resaltar nuevamente que en la aproximacio´n dipolar el campo se supone
uniforme sobre el a´tomo. La energ´ıa libre para un so´lo modo del campo confinado viene
dada por la ecuacio´n (1.1).
Vamos a expresar Ĥa y dˆ en te´rminos de los operadores de transicio´n ato´micos
σˆij = |i〉 〈j| , (1.11)
en donde {|i〉} representa un conjunto completo de estados propios ato´micos, es decir∑
i |i〉 〈i| = 1 y que adema´s cumple con Ĥa |i〉 = Ei |i〉, luego
Ĥa =
∑
i
Ei |i〉 〈i| =
∑
i
Eiσˆii. (1.12)
Tambie´n se tiene que
dˆ =
∑
i,j
|i〉 〈i| dˆ |j〉 〈j| =
∑
i,j
dij σˆij , (1.13)
donde dij = 〈i| dˆ |j〉 es el elemento de matriz de transicio´n dipolar2.
El operador de campo ele´ctrico evaluado en la aproximacio´n dipolar en la posicio´n del a´tomo
esta´ dado por la ecuacio´n (1.5). Para el siguiente ana´lisis, por simplicidad, vamos a tomar
una base de polarizacio´n lineal para el campo de tal forma que el vector unitario sea real,
de forma que definiendo E0 =
√
~ωc
2ε0V
, el campo en la imagen de Schro¨dinger se escribe
Ê = E0
(
aˆ+ aˆ†
)
. (1.14)
2La evaluacio´n de estos elementos de matriz conduce a la nocio´n de reglas de seleccio´n, que corresponden
a condiciones sobre los nu´meros cua´nticos de los estados inicial y final del a´tomo para que el elemento de
matriz dipolar no sea cero. Las transiciones que obedecen estas reglas de seleccio´n se llaman transiciones
permitidas.
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Ahora reemplazamos en el Hamiltoniano (1.10) las definiciones dadas en (1.12), (1.13) y
(1.14) para obtener
Ĥ = ~ωcaˆ†aˆ+
∑
i
Eiσˆii + ~
∑
i,j
Gij σˆij
(
aˆ+ aˆ†
)
, (1.15)
donde
Gij = −dij · E0~ . (1.16)
Cuando la frecuencia de la radiacio´n coincide o esta´ muy cerca de una de las transiciones
o´pticas del a´tomo, este se considera un sistema de dos niveles cuyo estado excitado |e〉 se
conecta al estado que llamaremos base |g〉 por medio de una transicio´n dipolar (permitida)
a una frecuencia angular
ωeg = (Ee − Eg) /~, (1.17)
es ma´s puede mostrarse que pra´cticamente no hay transferencia de poblacio´n hacia otros
estados ato´micos que no sean resonantes o casi resonantes con esta frecuencia de transicio´n.
Para deg = dge escribimos
Geg = Gge ≡ λ. (1.18)
El Hamiltoniano que se obtiene es
Ĥ = ~ωcaˆ†aˆ+ (Eeσˆee + Egσˆgg) + ~λ(σˆeg + σˆge)
(
aˆ+ aˆ†
)
. (1.19)
El segundo te´rmino del Hamiltoniano anterior puede reescribirse
(Eeσˆee + Egσˆgg) =
1
2
~ωeg (σˆee − σˆgg) + 1
2
(Ee + Eg) (1.20)
utilizando la frecuencia (1.17) y la nueva relacio´n de clausura σˆee + σˆgg = 1. La constante
de energ´ıa (Ee + Eg) /2 puede ignorarse. Pero, si introducimos la notacio´n
σˆz = σˆee − σˆgg = |e〉 〈e| − |g〉 〈g| (1.21a)
σˆ+ = σˆeg = |e〉 〈g| (1.21b)
σˆ− = σˆge = |g〉 〈e| (1.21c)
el Hamiltoniano (1.19) toma la forma
Ĥ = ~ωcaˆ†aˆ+
1
2
~ωegσˆz + ~λ(σˆ+ + σˆ−)
(
aˆ+ aˆ†
)
. (1.22)
La evolucio´n libre de los operadores del campo aˆ y aˆ† puede escribirse como
aˆ(t) = aˆ(0)e−iωct (1.23a)
aˆ†(t) = aˆ†(0)eiωct (1.23b)
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y similarmente, la de los operadores ato´micos
σˆ±(t) = σˆ±e±iωegt. (1.24)
As´ı, las dependencia temporal de los cuatro te´rminos que resultan de expandir el producto
en el tercer te´rmino de la ecuacio´n (1.22) es aproximadamente,
σˆ+aˆ ∼ ei(ωeg−ωc)t
σˆ−aˆ† ∼ e−i(ωeg−ωc)t
σˆ+aˆ
† ∼ ei(ωeg+ωc)t
σˆ−aˆ ∼ e−i(ωeg+ωc)t.
(1.25)
Cuando |ωeg − ωc|  ωeg + ωc los u´ltimos dos te´rminos cambian mucho ma´s ra´pido que
los dos primeros. En particular, el te´rmino de la forma σˆ−aˆ† corresponde al proceso de
emisio´n de un foto´n al tiempo que el a´tomo hace una transicio´n del estado excitado al
estado base, mientras que el te´rmino σˆ+aˆ describe el proceso contrario. Ambos procesos
conservan la energ´ıa. Por otra parte tenemos el te´rmino aˆ†σˆ+ en el cual el a´tomo pasa del
estado base al excitado produciendo un foto´n, como resultado el sistema tiene una ganancia
de energ´ıa de aproximadamente 2~ωc. De forma similar, ocurre con el te´rmino aˆ†σˆ− en el que
se tendr´ıa una pe´rdida energe´tica de 2~ωc. Estos u´ltimos juegan un papel menos relevante
en la dina´mica en comparacio´n con los dos primeros, que corresponden, como se puede ver,
a los procesos usuales de emisio´n y absorcio´n de fotones. Mediante la aproximacio´n de onda
giratoria3 (RWA por sus siglas en ingle´s) se logran despreciar los te´rminos anti-resonantes
y de esta forma el Hamiltoniano queda finalmente escrito como
Ĥ =
1
2
~ωegσˆz + ~ωcaˆ†aˆ+ ~λ
(
aˆ†σˆ− + aˆσˆ+
)
. (1.26)
En resumen, la interaccio´n de un a´tomo —visto como un sistema de dos niveles— con un
modo del campo electromagne´tico confinado en una cavidad cua´ntica (figura 1.1) se puede
modelar, en la aproximacio´n dipolar y de onda giratoria, mediante el Hamiltoniano (1.26)
conocido en el contexto de la o´ptica cua´ntica como el modelo de Jaynes-Cummings (JCM
por sus siglas en ingle´s) [23].
Autoenerg´ıas y autoestados del Hamiltoniano de Jaynes-Cummings
Primero vamos a considerar los estados propios de Ĥa+Ĥc que esta´n dados por el producto
tensorial entre los estados del a´tomo {|e〉 , |g〉} y del campo {|n〉}, es decir |e〉 |n〉 ≡ |e, n〉 y
3El nombre de aproximacio´n de onda giratoria viene de la resonancia magne´tica nuclear. En la que una
part´ıcula de esp´ın 1/2 precesa (rota) naturalmente alrededor de la direccio´n de un campo magne´tico aplicado.
Es importante recalcar tambie´n que la aproximacio´n del a´tomo como un sistema de dos niveles y la RWA
esta´n en el mismo orden de precisio´n. Esto significa que no tiene ningu´n sentido despreciar una y mantener
la otra, si la desinton´ıa ωeg − ωc es lo suficientemente grande para que los te´rminos anti-resonantes no sean
despreciables, entonces tambie´n es posible el acoplamiento de otros niveles ato´micos.
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Figura 1.1: (a) Un a´tomo en una cavidad electrodina´mica. (b) A´tomo como un sistema de
dos niveles con frecuencia de transicio´n ato´mica ωeg. La desinton´ıa, ∆, es la diferencia entre
la frecuencia de la radiacio´n ωc y ωeg.
|g〉 |n〉 ≡ |g, n〉. Sus energ´ıas propias son ~(ωeg/2 +nωc) y ~(−ωeg/2 +nωc). A estos estados
los llamamos estados “desacoplados” o estados desnudos.
Los estados excitados de Ĥa + Ĥc excepto el estado |g, 0〉 se organizan como una escalera
de dobletes, separados unos de los otros por la energ´ıa ~ωc (figura 1.2). En cada doblete los
estados |e, n〉 y |g, n+ 1〉 esta´n separados por la desinton´ıa ∆ definida como la diferencia
entre la frecuencia de transicio´n del a´tomo y la frecuencia del campo
∆ = ωeg − ωc. (1.27)
El n-e´simo doblete contiene n + 1 excitaciones elementales ya sea en los n + 1 fotones del
campo (|g, n+ 1〉) o como la suma de n fotones en el campo y una excitacio´n ato´mica
(|e, n〉). De esta forma podemos definir el operador nu´mero de excitaciones
N̂e = aˆ
†aˆ+ |e〉 〈e| , (1.28)
que conmuta con el JCM ([Ĥ, N̂e] = 0) y por lo tanto es una constante de movimiento.
Siendo el nu´mero de excitaciones una cantidad conservada en el modelo, el acoplamiento
a´tomo-campo conecta solamente estados en cada doblete. Luego, la diagonalizacio´n del
Hamiltoniano completo se reduce a los espacios bidimensionales generados por los estados
|e, n〉 y |g, n+ 1〉 del n-e´simo doblete.
Por otra parte se definen los estados vestidos representados como |n,±〉 que incluyen los
efectos de la interaccio´n y que corresponden a los estados estacionarios del JCM por lo que
estos satisfacen la ecuacio´n de Schro¨dinger independiente del tiempo
Ĥ |n,±〉 = E± |n,±〉 , (1.29)
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Figura 1.2: Corrimiento de los niveles de energ´ıa del sistema a´tomo-campo debido a la in-
teraccio´n entre estos. Cabe resaltar que la frecuencia de transicio´n de los estados vestidos
es mayor que la frecuencia de transicio´n de los estados desnudos (2Ωn(∆) ≥ ∆), pero en
presencia de interaccio´n la desigualdad es estricta y por lo tanto los estados vestidos nunca
sera´n degenerados au´n cuando los estados desnudos s´ı lo sean.
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cuyas autoenerg´ıas
E± = ~ωc
(
n+
1
2
)
± ~Ωn(∆) (1.30)
dependen de
Ωn(∆) =
1
2
√
∆2 + 4λ2(n+ 1) (1.31)
que se denomina la frecuencia generalizada de Rabi e incluye los efectos de la desinton´ıa
∆ entre la frecuencia del a´tomo y el campo. Los autoestados asociados con estas energ´ıas
esta´n dados por
|n,+〉 = cos(Θn/2) |e, n〉+ sin(Θn/2) |g, n+ 1〉 (1.32a)
|n,−〉 = − sin(Θn/2) |e, n〉+ cos(Θn/2) |g, n+ 1〉 (1.32b)
y el a´ngulo Θn se define a trave´s de
tan(Θn) =
2λ
√
n+ 1
∆
=
Ωn(0)
∆
. (1.33)
Como se explica en la referencia [21], la diagonalizacio´n del Hamiltoniano de Jaynes-
Cummings es formalmente ide´ntica a la determinacio´n de los estados propios de un esp´ın
localizado en un campo magne´tico cuyas componentes a lo largo de los ejes OZ y OX son
proporcionales a ∆ y Ωn(∆) respectivamente; este campo ficticio forma un a´ngulo Θn con
el eje OZ dado precisamente por la expresio´n (1.33).
Corrimiento de las energ´ıas asociadas a los estados vestidos
Los estados desnudos con energ´ıas Ee,n = ~(ωeg/2 + nωc) y Eg,n+1 = ~(−ωeg/2 + nωc)
esta´n separados energe´ticamente apenas por la desinton´ıa entre estos. En presencia de la
interaccio´n cada uno de ellos experimenta un corrimiento, como lo indica la figura 1.2;
este feno´meno se debe a un tipo de efecto Stark denominado corrimiento por efecto Stark
dina´mico o AC 4. En particular, no´tese que en resonancia ∆ = 0 los estados desnudos son
degenerados, pero los estados vestidos no, pues la interaccio´n levanta este degeneramiento.
En la figura 1.3 se muestra la variacio´n de las “energ´ıas vestidas” como una funcio´n de la
desinton´ıa ∆, las l´ıneas a trazos cortos representan las energ´ıas del sistema desacoplado
(“energ´ıas desnudas”). Se observa que a medida que la desinton´ıa aumenta, las energ´ıas
vestidas tienden a parecerse cada vez ma´s a las desnudas, mientras que estas u´ltimas son
cada vez ma´s diferentes entre s´ı.
4 En general se les llama as´ı a los corrimientos o´pticamente inducidos.
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Figura 1.3: Variacio´n de las energ´ıas asociadas a los estados vestidos y los estados desnudos
en funcio´n de la desinton´ıa.
Probabilidades de poblacio´n de un estado ato´mico
Si tomamos el estado inicial del sistema como el estado separable |ψ0〉 = |e, n〉, en el que
el a´tomo esta´ en su nivel de energ´ıa ma´s alto |e〉 y el campo en un estado de Fock |n〉, la
probabilidad de que el electro´n se encuentre en el estado base a medida que pasa el tiempo
es
Pg(t) =
λ2n
Ω2n
sin2(Ωnt), λn ≡ λ
√
n+ 1; (1.34)
y como consecuencia la probabilidad de que este´ en el estado excitado es
Pe(t) = 1− Pg(t). (1.35)
Obse´rvese que estas probabilidades oscilan con la frecuencia de Rabi generalizada Ωn dada
en (1.31); se ha omitido la dependencia de ∆ para no sobrecargar la notacio´n.
Modelo no resonante y corrimiento de los niveles ato´micos
En esta parte nos dedicamos a analizar un feno´meno importante que ocurre cuando un
a´tomo interactu´a con una cavidad cuya radiacio´n esta´ bastante lejos de la resonancia con
la frecuencia de la transicio´n ato´mica, esta situacio´n sera´ caracterizada por el hecho de
que ∆  λn. En principio, cuando ∆ tiende a ser grande podemos observar las siguientes
consecuencias:
Los estados vestidos del sistema a´tomo-campo tienden a ser los estados desnudos (o
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Figura 1.4: Corrimiento en las energ´ıas del sistema a´tomo-campo en una interaccio´n disper-
siva, efecto Stark dina´mico.
desacoplados)
|+, n〉 → |e, n〉
|−, n〉 → |g, n+ 1〉 , (1.36)
esto se verifica ya que cuando ∆→∞,Θn → 0 (1.33) y en consecuencia cos(Θn/2)→ 1
(1.32a y 1.32b).
La probabilidad de que ocurra una transicio´n ato´mica acompan˜ada de la emisio´n o
absorcio´n de un foto´n tiende a ser despreciable. La probabilidad Pe(t) → O
(
λ2n/∆
2
)
y λ2n/∆
2  1, como se esperar´ıa tambie´n por las consideraciones heur´ısticas de la
conservacio´n de la energ´ıa para este caso.
Las observaciones anteriores nos llevar´ıan a concluir que la interaccio´n no resonante de
un a´tomo con un campo podr´ıa considerarse como despreciable en el l´ımite que estamos
estudiando, excepto porque, las energ´ıas de los estados desnudos son ligeramente diferentes
a las de los estados vestidos:
E± = ~ω
(
n+
1
2
)
± ~Ωn(∆)
' ~ω
(
n+
1
2
)
± ~
(
∆
2
+
λ2n
∆
)
.
(1.37)
Esta expresio´n se interpreta como un corrimiento en la energ´ıa de los estados desnudos,
debido a la interaccio´n, dado por
∆e,n =
λ2
∆
(n+ 1), ∆g,n+1 = −λ
2
∆
(n+ 1), (1.38)
en donde ∆e,n y ∆g,n+1 corresponden a los corrimientos de los estados |e, n〉 y |g, n+ 1〉
respectivamente (figura 1.4) y se pueden asociar ya sea al cambio en la energ´ıa de transicio´n
ato´mica o a la variacio´n de la frecuencia del modo en la cavidad [21].
El corrimiento que experimenta la energ´ıa de transicio´n ato´mica en la cavidad que contiene
n fotones es:
δωeg =
1
~
(∆e,n −∆g,n) = (2n+ 1)λ
2
∆
(1.39)
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y es el resultado de dos contribuciones, la primera que es proporcional al nu´mero de fotones
n se explica por el efecto Stark que experimenta el a´tomo en presencia de la radiacio´n lejos
de la resonancia y la segunda se debe a un corrimiento tipo Lamb como consecuencia del
acoplamiento entre el nivel excitado del a´tomo y las fluctuaciones del vac´ıo en la cavidad.
1.2. Modelo de Jaynes-Cummings y procesos de dos fotones
Como una generalizacio´n del JCM [13,15,24,25] vamos a considerar un a´tomo de tres niveles
cuyo estado intermedio, representado por |i〉, se acopla mediante transiciones dipolares per-
mitidas con los estados |g〉 y |e〉, en la interaccio´n con un modo de campo electromagne´tico
de frecuencia ωc en una cavidad sin disipacio´n
5. El hamiltoniano que describe este feno´meno
en las aproximaciones dipolar y RWA es
ĤΞ = Ĥc + Ĥa + Ĥint
= ~ωcaˆ†aˆ+
∑
k={e,i,g}
~ωk |k〉 〈k|+ ~λ1
(
aˆσˆig + aˆ
†σˆgi
)
+ ~λ2
(
aˆσˆei + aˆ
†σˆie
)
, (1.40)
donde los ωk corresponden a las energ´ıas de los niveles ato´micos y λ1 y λ2 son las constantes
de acoplamiento correspondientes a cada transicio´n ato´mica permitida. Los dos primeros
te´rminos de la ecuacio´n (1.40) corresponden a la evolucio´n libre del campo y el a´tomo de
tres niveles respectivamente y los σˆij = |i〉 〈j| son los operadores escalera presentes en los
te´rminos de interaccio´n.
El diagrama de niveles de la figura 1.5 muestra las transiciones que experimenta el a´tomo al
intercambiar los fotones con el campo; se resaltan tambie´n las relaciones entre las energ´ıas
a trave´s de las desinton´ıas
δg = ωig − ωc, (1.41a)
δe = ωei − ωc, (1.41b)
∆ = δe + δg = ωei + ωig − 2ωc, (1.41c)
la u´ltima de estas denominada desinton´ıa de dos fotones.
Modelo de Jaynes-Cummings de dos fotones. Caso resonante ∆ = 0.
Consideremos ahora un a´tomo que interacciona con un campo de dos fotones dentro de una
cavidad cuya energ´ıa se encuentra en resonancia con la transicio´n ato´mica entre los estados
5Se debe resaltar que en esta situacio´n el campo intercambia dos fotones de frecuencia ωc con el a´tomo,
para que este efectu´e una sola transicio´n entre los estados |g〉 y |e〉.
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Figura 1.5: Representacio´n esquema´tica
de un a´tomo de tres niveles que inter-
acciona con dos fotones de frecuencia ω.
Figura 1.6: Un a´tomo de tres niveles
en interaccio´n con un campo resonante
ωeg = 2ωc
|g〉, |e〉 de la misma paridad6 (figura 1.6). Fijando el nivel de referencia para la energ´ıa en
el estado virtual (l´ınea a trazos cortos en la figura 1.6) resonante con la primera transicio´n
de energ´ıa ~ωc; el hamiltoniano libre del a´tomo puede escribirse como
Ĥa = ~ωc (σˆee − σˆgg) + ~δgσˆii, (1.42)
y por lo tanto las energ´ıas asociadas a las estados desnudos |e, n〉, |i, n+ 1〉 y |g, n+ 2〉
estar´ıan dadas por
〈e, n|Ha +Hc |e, n〉 = ~ωc(n+ 1)
〈i, n+ 1|Ha +Hc |i, n+ 1〉 = ~δg + ~ωc(n+ 1)
〈g, n+ 2|Ha +Hc |g, n+ 2〉 = ~ωc(n+ 1).
(1.43)
Puede observarse claramente como los estados |e, n〉 y |g, n+ 2〉 son estados degenerados
y la energ´ıa del estado |i, n+ 1〉 esta´ separada de ellos por la desinton´ıa δg con el nivel
intermedio (figura 1.7).
De esta forma el Hamiltoniano de Jaynes-Cummings escrito como una matriz en la base
que generan los estados desnudos ser´ıa:
HΞn =˙~ωc(n+ 1)I 3 + Vn, (1.44)
con
Vn = ~
 0 λ2√n+ 1 0λ2√n+ 1 δg λ1√n+ 2
0 λ1
√
n+ 2 0
 . (1.45)
De la ecuacio´n (1.44) se sigue que el operador de evolucio´n temporal Û(t) = exp(−iĤΞn t)
se puede factorizar como
Û(t) = ÛI(t) · ÛII(t) (1.46)
6Luego la transicio´n directa entre |g〉 y |e〉 esta´ prohibida y por eso se requieren dos fotones y no so´lo
uno de frecuencia 2ωc
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Figura 1.7: Energ´ıas asociadas a los estados desnudos del sistema a´tomo-campo
con
ÛI(t) = e
−iωc(n+1)t · I 3, ÛII(t) = exp (−iVnt) . (1.47)
ÛI(t) da solamente un factor de fase, mientras que ÛII(t) expresa la dina´mica esencial del
sistema. La diagonalizacio´n de Vn nos permite escribir las autoenerg´ıas de H
Ξ
n como
E0 = 0 (1.48a)
E± =
~
2
δg
(
1±
√
1 + 4
Ω2n
δ2g
)
(1.48b)
medidas desde la energ´ıa ~ωc(n+1) asociada al estado |e, n〉 y con la frecuencia Ωn definida
as´ı
Ω2n = λ
2
1n + λ
2
2n. (1.49)
Los autoestados con su correspondiente normalizacio´n se escriben:
|0, n〉 = −λ1n
Ωn
|e, n〉+ λ2n
Ωn
|g, n+ 2〉 , (1.50a)
|±, n〉 = λ2n√
E2± +Ω2n
|e, n〉+ E±√
E2± +Ω2n
|i, n+ 1〉+ λ1n√
E2± +Ω2n
|g, n+ 2〉 .(1.50b)
Poblacio´n de los estados ato´micos
Para determinar la probabilidad de poblacio´n de los estados ato´micos, vamos a considerar
la dina´mica del sistema a partir de un estado inicial separable, producto entre un estado de
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Fock |n〉 para el campo y el estado de mayor energ´ıa a´tomo |e〉, es decir |ψ0〉 = |e, n〉 (ver
por ejemplo [15]).
Ahora, bien, este resultado se puede estudiar en dos situaciones relevantes, una de ellas es
que el sistema sea resonante con la transicio´n al nivel intermedio (δg = 0) y la otra, ma´s
importante au´n para nuestro ana´lisis posterior, es que dicha transicio´n este´ muy lejos de la
resonancia. Para cada caso los resultados obtenidos son:
En resonancia con el nivel intermedio (δg = 0)
P¯e(t) =
{
λ¯21n + λ¯
2
2n cos[Ωn t]
}2
(1.51a)
P¯i(t) = λ¯
2
2n sin
2 [Ωn t] (1.51b)
P¯g(t) = λ¯
2
1nλ¯
2
2n (−1 + cos[Ωn t])2 ; λ¯kn =
λkn
Ωn
(1.51c)
en donde se han definido λ2n = λ2
√
n+ 1 y λ1n = λ1
√
n+ 2.
Lejos de la resonancia con el nivel intermedio (δ2g  Ω2n)
P˜e(t) ' 1− 2λ¯21nλ¯22n
{
1− cos
[
Ω2n
δg
t
]}
(1.52a)
P˜i(t) ' O(Ω2n/δ2g) (1.52b)
P˜g(t) ' 2λ¯21nλ¯22n
{
1− cos
[
Ω2n
δg
t
]}
. (1.52c)
No´tese que la probabilidad P˜i(t) puede llegar a ser tan pequen˜a que el a´tomo de tres niveles,
bajo estas condiciones, tiende a comportarse como un a´tomo con so´lo dos niveles relevantes
(|e〉 y |g〉), es ma´s, si efectuamos un ana´lisis mas detallado de las probabilidades P˜e(t) y P˜g(t)
observaremos que estas pueden escribirse como las expresiones en (1.34) que corresponden
a las probabilidades de poblacio´n de los estados permitidos en un a´tomo de dos niveles.
Redefiniendo las expresiones
Ω2n
δg
=
λ21n + λ
2
2n
δg
=
√(
λ22n − λ21n
δg
)2
+ 4
(
λ2nλ1n
δg
)2
=
√
(∆efn )
2 + 4(λefn )
2 ≡ Ωefn
(1.53)
las probabilidades en (1.52) pueden escribirse:
P˜g(t) ' 2(λ¯1n λ¯2n)2
{
1− cos
[
Ω2n
δg
t
]}
=
(
λefn
)
(Ωefn )
2 sin
2
(
Ωefn t
)
(1.54a)
P˜e(t) = 1− P˜g(t). (1.54b)
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Figura 1.8: Interpretacio´n de lo que sucede f´ısicamente cuando un a´tomo de tres niveles
interacciona con la radiacio´n no resonante de una cavidad electromagne´tica.
La figura (1.8) ilustra la interpretacio´n del feno´meno que ocurre cuando un a´tomo de tres
niveles interactu´a con la radiacio´n lejos de resonancia a trave´s del nivel intermedio, este
a´tomo puede verse como un sistema de dos niveles efectivo que intercambia dos fotones de
frecuencia ωc con la cavidad cuando efectu´a la transicio´n entre |e〉 y |g〉. En este caso, a
pesar de que ωeg = 2ωc, la transicio´n al nivel “virtual” intermedio introduce un corrimiento
en los niveles ato´micos que se hace evidente por la existencia de la desinton´ıa efectiva
∆ef =
λ21(n+ 2)− λ22(n+ 1)
δg
(1.55)
que esta´ relacionada con la magnitud del campo electromagne´tico al interior de la cavidad
a trave´s de los valores de las constantes λ1 y λ2. As´ı mismo, en esta interpretacio´n como
sistema efectivo de dos niveles, el acoplamiento efectivo ser´ıa
λef =
λ1λ2
√
(n+ 1)(n+ 2)
δg
. (1.56)
Se puede concluir que bajo estas condiciones, un proceso de segundo orden de dos fotones
introduce un corrimiento de los niveles ato´micos por efecto Stark dina´mico que esta´ rela-
cionado con la magnitud del campo electromagne´tico de la radiacio´n dentro de la cavidad.
Cap´ıtulo 2
Enredamiento y decoherencia en
sistemas cua´nticos
Nuestra visio´n intuitiva de co´mo funciona el mundo considera que las propiedades f´ısicas
de los objetos esta´n bien definidas antes de que las observemos. Sin embargo, entre las
principales consecuencias de la teor´ıa de la Meca´nica Cua´ntica (MC en adelante) esta´ la
de considerar que una part´ıcula no observada no posee propiedades f´ısicas que existan
independientemente de la observacio´n y que ma´s bien tales propiedades surgen como una
consecuencia de la medida realizada. Esta nueva visio´n de la naturaleza tuvo en Albert
Einstein su mayor contradictor, tanto que en el famoso art´ıculo EPR [26], escrito en 1935 en
compan˜´ıa de Nathan Rosen y Boris Podolsky, propuso un experimento mental que pretend´ıa
demostrar que la MC no era una teor´ıa completa de la naturaleza. La esencia del argumento
EPR era la identificar lo que ellos llamaron elementos de la realidad que no estuvieran
incluidos en la MC. La condicio´n suficiente para que una propiedad f´ısica fuera denominada
un elemento de la realidad, segu´n los autores, es que se pudiera predecir el valor que tendr´ıa
antes de ser medida. En la perspectiva de Bohm la idea es tomar el estado singlete cua´ntico
|ψ〉 = 1√
2
(
|↑〉A ⊗ |↓〉B + |↓〉A ⊗ |↑〉B
)
, (2.1)
que representa matema´ticamente el estado de dos part´ıculas de esp´ın 1/2 separadas espacial-
mente y que posee simetr´ıa esfe´rica. El principio de incertidumbre de Heisemberg limita el
conocimiento simultaneo que podemos tener de observables conjugados (que no conmutan),
por ejemplo, de las componentes de esp´ın en alguna direccio´n Sz, Sx y Sy. Sin embargo, la
correlacio´n perfecta que existe entre los estados de esp´ın de la part´ıcula A con la de B hace
posible que se conozcan completamente los estados de esp´ın de la part´ıcula del sistema B
sin medirlas, solamente teniendo la informacio´n de la parte A del sistema. Luego es posible
predecir el valor de la medida que se obtendr´ıa en la parte B, sin necesidad de medir el
estado de esp´ın de dicha part´ıcula. De acuerdo a la condicio´n de suficiencia esta propiedad
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podr´ıa ser definida como un elemento de la realidad lo que esta´ en total contradiccio´n con
las consecuencias de la MC.
La discusio´n propuesta en el art´ıculo EPR dio lugar a lo que se conoce como teor´ıas de Va-
riables Ocultas Locales (VOL en adelante) en un intento por hacer “ma´s completa” la MC1.
La eleccio´n entre el modelo VOL y el de la MC fue durante mucho tiempo una cuestio´n
de preferencias filoso´ficas, sin posible contraste experimental [27]. Treinta an˜os despue´s del
art´ıculo EPR, John Bell descubrio´ que si existen dichas VO locales, las correlaciones entre
los valores de una componente de esp´ın de la primera part´ıcula y una de la segunda deben
satisfacer cierta desigualdad, y que esta prediccio´n puede someterse a comprobacio´n expe-
rimental mediante mediciones efectuadas en un gran nu´mero de sistemas f´ısicos igualmente
preparados [28]2. No obstante, los estados pueden elegirse de forma que las predicciones
concretas de la MC violen las desigualdades de Bell. Como consecuencia, las VO Locales (y
en particular los aparentemente irrebatibles elementos de realidad de EPR) no son pues una
forma de completar la MC, sino una teor´ıa alternativa incompatible con ella. Por lo que al
menos una de las dos deber´ıa ser falsa. Los experimentos, con fotones principalmente, han
demostrado que la naturaleza no obedece las desigualdades de Bell.
Erwin Schro¨dinger en 1935 introduce el te´rmino Verchra¨nkung (en ingle´s entanglement)
para designar la superposicio´n de estados en sistemas de muchas part´ıculas. En la actualidad
la palabra inglesa que se traduce al espan˜ol como enmaran˜ado, entrelazado, entreverado,
enredado, intrincado o anudado se utiliza para representar aquellos estados de un sistema
compuesto que contiene correlaciones cla´sicamente inalcanzables3. El estado (2.1) es un
claro ejemplo de este tipo de estados y que adema´s tiene la particularidad de que viola
maximalmente las desigualdades de Bell. La violacio´n de las desigualdades de Bell muestra
que el mundo no es realista localmente. La mayor´ıa de quienes se interesan por el tema pone
el e´nfasis en la exclusio´n de las VO, o de lo que gene´ricamente se suele llamar realismo.
Otros autores, entre ellos Bell, enfatizan el rechazo de la localidad, entendiendo que las VO
siguen siendo deseables, pero deben ser no-locales.
Los usos del enredamiento recientemente encontrados, entre los que podemos destacar los
del campo de la informacio´n cua´ntica, por ejemplo el teletransporte cua´ntico, la criptograf´ıa,
la metrolog´ıa, los protocolos de correccio´n de errores y la computacio´n cua´ntica, sustentan
el hecho de que actualmente sea considerado un recurso importante para tareas informa´ticas
que va ma´s alla´ de los recursos cla´sicos. Una tarea enorme de la computacio´n y la informacio´n
1El argumento que soportaba esta nueva teor´ıa propon´ıa que el hecho de que fuera imposible preparar
conjuntos de sistemas f´ısicos en un estado libre de dispersio´n simulta´neamente para ma´s de una compo-
nente de esp´ın, no implicaba a priori que los sistemas individuales no pudieran tener bien definidas dichas
componentes.
2Posteriormente se han escrito mu´ltiples generalizaciones y mejoras de la desigualdad original, colectiva-
mente llamadas desigualdades de Bell. Una de las ma´s utilizadas es la llamada desigualdad de CHSH [29].
3Contrario a lo que se podr´ıa pensar por el hecho de que la teor´ıa cua´ntica se ve ma´s afectada por la
incertidumbre que la meca´nica cla´sica, los feno´menos cua´nticos son ma´s “disciplinados” que los cla´sicos.
Esto concluye A. Peres al lograr demostrar que las correlaciones cua´nticas son siempre ma´s fuertes que las
cla´sicas [31].
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cua´ntica es la de explotarlo, por lo que se hace necesario conocer a fondo su naturaleza y
las posibles formas de control.
No obstante, la realidad f´ısica implica tener en cuenta que los sistemas que estudiamos esta´n
expuestos al entorno y que por lo tanto se acoplan a grados de libertad no controlables que
generan disipacio´n (pe´rdida de la energ´ıa) y decoherencia (pe´rdida de la propiedades de
interferencia), luego es de gran intere´s explicar tambie´n como estos feno´menos afectan los
sistemas cua´nticos y en particular el enredamiento.
En este cap´ıtulo discutiremos el concepto y la naturaleza del enredamiento, las formas
de identificarlo y sobre todo cuantificarlo. De igual forma se estudia como se incluyen los
procesos de disipacio´n en la dina´mica de los sistemas cua´nticos.
2.1. El enredamiento y su medida
Cuando el sistema cua´ntico a estudiar esta´ formado por dos o ma´s sistemas distintos (sub-
sistemas), el espacio de Hilbert del sistema f´ısico compuesto es el producto tensorial de los
espacios de estados de los sistemas f´ısicos que lo componen4 y su base se toma como el pro-
ducto tensorial de las bases de los espacios correspondientes. Sin embargo, esto no significa
que el estado global del sistema siempre pueda escribirse como el producto tensorial de los
estados de cada subsistema.
En realidad se pueden identificar dos tipos de estados cuando se estudia el espacio global
de un sistema compuesto. Los que se denominan estados separables que corresponden a los
casos en donde el estado del sistema total puede ser escrito como producto de cada parte
del sistema, por ejemplo para un sistema que tiene dos partes toma la forma
ρˆAB =
∑
i
piρˆ
(A)
i ⊗ ρˆ(B)i (2.2)
donde la suma de los valores positivos pi satisfacen
∑
pi = 1 y tanto {ρˆ(A)i } como {ρˆ(B)i }
son operadores densidad de los subsistemas A y B respectivamente. Es muy importante
destacar que las descomposicio´n (2.2) en general no es diagonal y tampoco es u´nica. La
u´ltima caracter´ıstica representa un problema ya que si se encuentra una descomposicio´n
separable, el estado sera´ separable, pero en el caso contrario habr´ıa que buscar en las
(infinitas) descomposiciones posibles.
Los estados que no pueden escribirse como productos de los estados de los subsistemas,
como en (2.2), conforman la otra clase de estados que se denominan estados enredados. En
particular, este tipo de estados se presentan en situaciones f´ısicas en donde los resultados
4Esta afirmacio´n se incluye como un postulado de la meca´nica Cua´ntica ver por ejemplo [1].
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de una medida sobre una parte del sistema esta´n fuertemente condicionados por los estados
de las otras partes que componen el sistema.
Supongamos que dos (sub)sistemas, sin correlaciones, empiezan a interaccionar, a partir
de ese momento comienzan a compartir una informacio´n que ya no puede ser asociada a
cada subsistema de forma individual. As´ı, la evolucio´n temporal puede llevar de un estado
inicial separable a un estado enredado, en esta situacio´n se dice que hubo un proceso de
enredamiento entre los subsistemas, debido a esto se hace necesario establecer criterios para
determinar que “tan enredado” esta´ un sistema en un momento determinado, es decir hallar
una medida del enredamiento.
En el caso de un sistema bipartito, compuesto por los sistemas A y B, el enredamiento puede
ser cuantificado por la entrop´ıa de Von Neumann de cualquiera de los dos subsistemas si el
estado del sistema es puro
E(ψ) = −Tr (ρˆA log ρˆA) = −Tr (ρˆB log ρˆB) , (2.3)
teniendo en cuenta que ρˆA = TrB |ψ〉 〈ψ| (ρˆB = TrA |ψ〉 〈ψ|) es el operador densidad redu-
cido del sistema A (B). En el caso de qubits se acostumbra a emplear el logaritmo en base
2.
Sin embargo, los estados puros son solamente idealizaciones, toda vez que los sistemas f´ısicos
reales siempre interaccionan con su ambiente y como resultado se tiene una evolucio´n no
unitaria que genera estados mezclados, como se discutira´ en la seccio´n 2.2. En general, el
estado del sistema se representa por una colectividad de estados |ψi〉 con probabilidades pi
por medio de
ρˆ =
∑
i
pi |ψi〉 〈ψi| . (2.4)
Para este tipo de estados la teor´ıa del enredamiento es ma´s complicada y menos comprensible
que para el caso de estados puros. No obstante, en la literatura pueden encontrarse muchos
criterios para la separabilidad de estados mezcla. En particular, discutimos los ma´s u´tiles
segu´n el tipo de sistema que se considera en esta tesis.
2.1.1. Enredamiento de formacio´n y concurrencia.
El enredamiento de formacio´n fue propuesto inicialmente por Benett et al. [30] en 1996 como
una generalizacio´n directa de la entrop´ıa de enredamiento aplicada a estados mezclados.
Para los estados de la forma (2.4) el enredamiento de formacio´n es el promedio de la entrop´ıa
de enredamiento de los estados puros de la descomposicio´n, minimizado sobre todas las
posibles descomposiciones
E(ρˆAB) = mı´n
pi,ψi
∑
i
piE(ψi), (2.5)
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donde E(ψi) esta´ definida como la entrop´ıa von Neummann de cualquiera de los dos sub-
sistemas A o B.
Wootters resolvio´ el problema de optimizacio´n para el caso de dos qubits por medio de la
concurrencia definida como [32]
C(ρˆAB) = ma´x(0, ξ1 − ξ2 − ξ3 − ξ4) (2.6)
en donde los nu´meros ξi (i = 1, 2, 3, 4) son las ra´ıces cuadradas en orden decreciente del
operador no hermı´tico
ρˆAB(σ1y ⊗ σ2y)ρˆ∗AB(σ1y ⊗ σ2y), (2.7)
en esta expresio´n ρˆ∗AB es el complejo conjugado de ρˆAB y σky es la matriz de Pauli que
actu´a sobre cada qubit.
La concurrencia definida por (2.6) ofrece una medida normalizada del enredamiento entre los
dos qubits, donde C(ρˆAB) = 0 significa que el estado es separable y C(ρˆAB) = 1 se obtiene
para los estados ma´ximamente enredados, como los estados de Bell5. Pero adema´s tiene la
gran ventaja de ser fa´cil de calcular y estar relacionada directamente con el enredamiento
de formacio´n a trave´s de la fo´rmula
E(ρˆAB) = h (C(ρˆAB)) , (2.8)
con
h(x) = −x log2 x− (1− x) log2(1− x). (2.9)
2.1.2. Criterio Peres-Horodecki. La transpuesta parcial positiva y la ne-
gatividad.
El criterio de Peres-Horodecki es una condicio´n necesaria para que el operador densidad ρˆ,
de dos sistemas A y B, sea separable [33,34]. Tambie´n se le llama criterio PPT (por las siglas
en ingle´s de la transpuesta parcial6 positiva) y para el caso de sistemas con dimensiones
2× 2 y 2× 3 es adema´s una condicio´n suficiente para la separabilidad.
5Los estados de Bell son los estados ma´ximamente enredados de un sistema compuesto por dos sis-
temas de dos niveles (o qubit en el lenguaje de la informacio´n cua´ntica). Algunos ejemplos de qu-
bit incluyen a´tomos de dos niveles, estados ortonormales de polarizacio´n de un foto´n, etc. Estos es-
tados forman una base ortonormal muy u´til para describir sistemas bipartitos en numerosas situa-
ciones de intere´s en el campo de la informacio´n cua´ntica, como la teleportacio´n y tienen la forma
|Φ±〉 = 1√
2
(|01, 02〉 ± |11, 12〉), |Ψ±〉 = 1√2 (|01, 12〉 ± |11, 02〉).
6La transpuesta parcial de la matriz densidad que representa un sistema compuesto esta dada por la
transposicio´n de uno de los sistemas. Por ejemplo, la transpuesta parcial respecto el subsistema A es
ρTAmµ,nν = ρnµ,mν
en donde se usaron los ı´ndices latinos para el sistema A y los griegos para el B.
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La aplicacio´n de este criterio es muy simple. El encontrar valores propios negativos en la
transpuesta parcial de un estado bipartito ρˆAB dado, implica que el estado es enredado.
Basados en este hecho Vidal y Werner [35] derivaron una medida del enredamiento. Esta
medida se llama la negatividad y se define como
N (ρˆ) = ||ρˆ
TA || − 1
d− 1 , (2.10)
donde ρˆTA es la transpuesta parcial del estado ρˆ en HA⊗HB, d corresponde a la dimensio´n
del sistema menor y la norma ||Aˆ|| =
√
Aˆ†Aˆ es la traza.
2.2. Decoherencia en los sistemas cua´nticos
Un sistema f´ısico real siempre estara´ bajo la influencia del entorno y la tarea de tratar de
aislarlo completamente de esta influencia es casi imposible. Inclusive en el caso en que la
evolucio´n del sistema se diera de forma ideal, de todas maneras ser´ıa necesario exponerlo al
entorno para poder efectuar un proceso de medicio´n.
La decoherencia es la formacio´n irreversible de correlaciones cua´nticas de un sistema con
su entorno. Estas correlaciones causan la pe´rdida de informacio´n del sistema de intere´s y
generan una dina´mica no unitaria que incluye procesos de disipacio´n, mediante el cual las
poblaciones de los estados cua´nticos se reducen, y de desfase en el que las fases relativas de
los estados se vuelven aleatorias. En otras palabras, la dina´mica del sistema se vuelve ma´s
complicada dado que no obedece la ecuacio´n de Schro¨dinger.
En esta seccio´n vamos a ver que bajo ciertas aproximaciones se puede construir una descrip-
cio´n de la evolucio´n temporal de un sistema que esta´ siendo afectado por algu´n mecanismo
de decoherencia, lo que da lugar a la ecuacio´n maestra de la matriz densidad [21,36].
2.2.1. Tratamiento formal de la decoherencia. La ecuacio´n maestra.
La construccio´n de este modelo consiste en acoplar un sistema S con un entorno E mediante
un Hamiltoniano de la forma
H = HS +HE +HSE , (2.11)
donde HS y HE son los Hamiltonianos para S y R respectivamente y HES es la parte
Hamiltoniana que describe la interaccio´n entre el sistema y el entorno. Si el estado del
sistema total S + E se representa mediante alguna matriz densidad ρ entonces la parte
relevante del modelo es el operador que describe la dina´mica del sistema S determinado por
la fo´rmula
ρS = trEρ (2.12)
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que se conoce como la matriz densidad reducida del sistema cua´ntico abierto S. Aqu´ı trE
denota la traza parcial sobre los grados de libertad del entorno E.
El estado del sistema en cualquier tiempo t ≥ 0 se obtiene de la matriz densidad ρ(t) del
sistema total tomando la traza parcial sobre los grados de libertad del entorno y toda vez
que ρ evoluciona unitariamente, entonces se tiene
ρS(t) = trE
{
U(t, t0)ρ(t0)U
†(t, t0)
}
, (2.13)
donde U(t, t0) es el operador de evolucio´n temporal del sistema total. De forma ana´loga
la ecuacio´n de movimiento para el matriz densidad reducida se obtiene tomando la traza
parcial a ambos lados de la ecuacio´n de Liouville-von Neumann del sistema total.
d
dt
ρS = −i trE [H(t), ρ(t)]. (2.14)
La dina´mica definida por las ecuaciones exactas (2.13) y (2.14) puede ser formulada en
te´rminos de un semigrupo dina´mico cua´ntico bajo la condicio´n de tener tiempos de correla-
cio´n cortos en el entorno (aproximacio´n de Markov) de tal forma que se puedan despreciar
sus efectos de memoria.
Considerando que dicho semigrupo dina´mico existe (no discutiremos dicha existencia en esta
seccio´n, para ello ver por ejemplo [36]), se puede construir un mapa lineal L, el generador
del semigrupo, que permite representar el semigrupo de forma exponencial,
V (t) = exp(Lt). (2.15)
Esta representacio´n inmediatamente lleva a una ecuacio´n diferencial de primer orden para
la matriz densidad reducida del sistema abierto,
d
dt
ρS(t) = LρS(t) (2.16)
que se conoce como ecuacio´n maestra Markoviana o ecuacio´n de Lindblad.
Para la construccio´n de la forma ma´s general que toma el generador L pueden utilizarse
argumentos de la teor´ıa de grupos u optar por una derivacio´n microsco´pica, en cualquiera
de los casos, la forma diagonal que adopta dicho generador es
LρS = −i [H, ρS ] +
∑
k
{
LkρSL
†
k −
1
2
(
L†kLkρS + ρSL
†
kLk
)}
. (2.17)
La primera parte del generador representa la dina´mica unitaria dada por el Hamiltoniano
H. Los operadores Lk se denominan usualmente como operadores de Lindblad, su estructura
depende del tipo de proceso disipativo al que este´ expuesto es sistema cua´ntico, veremos a
continuacio´n la forma particular que toman en el caso de nuestro intere´s que es un a´tomo
interactuando con un modo de campo confinado en una cavidad.
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Sistema a´tomo-campo amortiguado.
Ahora volvemos a tratar el sistema en el que un a´tomo interacciona con un modo de campo
electromagne´tico confinado para analizar como se ve afectado por su acoplamiento con un
entorno a temperatura T . La ecuacio´n maestra que se tiene en cuenta para la evolucio´n
del operador densidad del sistema a´tomo-campo consiste de un conmutador asociado a la
evolucio´n coherente tipo Jaynes-Cummings y los operadores de Lindblad que describen los
procesos de relajacio´n del a´tomo y el campo en el generador (2.17) y cuyas formas son√
Γ(1 + nth)σ−,
√
Γnthσ+,
√
κ(1 + nth)a y
√
κntha
†.
Se espera que la evolucio´n sea coherente, esto es, dominada por la contribucio´n Hamiltonia-
na, cuando la frecuencia de Rabi del vac´ıo Ω0 es mucho mayor que las tasas de decaimiento
irreversible Γ(1 + nth) y κ(1 + nth). Esto se conoce como la condicio´n para el re´gimen de
acoplamiento fuerte en una cavidad electrodina´mica.
Debemos sen˜alar que, en un experimento espec´ıfico, frecuentemente la situacio´n es mucho
ma´s sencilla que la descrita mediante la ecuacio´n maestra general [21]. En experimentos
o´pticos con ~ωc  kBT , el nu´mero promedio de fotones te´rmicos es despreciable y solamente
dos operadores de Lindblad se mantienen,
√
Γσ− y
√
κa. El amortiguamiento del sistema se
describe entonces por la tasa de emisio´n esponta´nea y el factor de calidad Q7 de la cavidad.
En experimentos en las microondas, por otro lado, la tasa de emisio´n ato´mica es usualmente
despreciable con respecto al amortiguamiento de la cavidad y los fotones te´rmicos llegan a ser
un factor relevante, excepto cuando T es extremadamente pequen˜a. En estas circunstancias
hay de nuevo so´lo dos operadores de Lindblad dominantes,
√
κ(1 + nth)a y
√
κntha
†.
Finalmente, para experimentos en las microondas a temperaturas extremadamente bajas,
nth ∼ 0 la ecuacio´n maestra se reduce a un so´lo operador de Lindblad,
√
κa. Por lo que se
puede escribir
d
dt
ρS =
1
i~
[
Ha +Hc +Hac, ρS
]
+
κ
2
{
2aρSa
† −
(
a†aρS + ρSa†a
)}
. (2.18)
7Cuyo valor esta´ definido en te´rminos de la tasa de pe´rdida de fotones de la cavidad κ, mediante Q = ωc/κ
y da informacio´n de la calidad de la cavidad con la que se esta´ trabajando.
Cap´ıtulo 3
Control de enredamiento entre dos
a´tomos que atraviesan una cavidad
electrodina´mica.
Como ya se ha mencionado, las correlaciones cua´nticas esta´n entre los efectos ma´s sorpren-
dentes de la meca´nica cua´ntica. Su impacto ha sido tan relevante que (casi1) la u´nica forma
de hacer que los protocolos o algoritmos para el procesamiento de la informacio´n se vuelvan
ma´s eficientes es sacando ventaja de ellas, es decir aprovechando la existencia del enreda-
miento. Como consecuencia adicional, una tarea que se volvio´ realmente importante es la
de producir, transferir y controlar el enredamiento entre partes de un sistema que pueden
estar interaccionando directa o indirectamente; co´mo hacerlo depende del sistema f´ısico, de
cua´les estados se pueden preparar y que´ para´metros se pueden controlar. Entre las reali-
zaciones experimentales de los feno´menos cua´nticos se destaca la interaccio´n de un a´tomo
de dos niveles con un campo electromagne´tico cuantizado en una cavidad microondas con
un factor de calidad Q alto2. Actualmente, se pueden preparar estados ato´micos,(|e〉, |g〉 y
superposiciones de estos) y estados del campo (estados de Fock |0〉, |1〉, estados coherentes
|α〉) por demanda, se puede controlar la velocidad de los a´tomos, las condiciones de reso-
nancia y el tipo de interaccio´n (procesos de segundo orden de dos fotones) entre el a´tomo y
el campo. Esta es un a´rea de investigacio´n muy avanzada.
Las te´cnicas desarrolladas en cQED han permitido la construccio´n de arreglos experimen-
tales para la generacio´n de enredamiento entre a´tomos que atraviesan una cavidad [37]. En
1994 Cirac et al. [8] propusieron un me´todo que consiste en hacer pasar sucesivamente dos
1En realidad en la computacio´n cua´ntica empleando NMR la existencia de correlaciones cua´nticas no es
necesaria.
2Esta rama de la o´ptica cua´ntica se denomina electrodina´mica cua´ntica de cavidades o cQED por sus
siglas en ingle´s.
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a´tomos por una cavidad inicialmente vac´ıa. El primer a´tomo se prepara en el estado exci-
tado |e1〉 y el segundo en el estado base |g2〉. Mientras el primer a´tomo esta´ en la cavidad,
el sistema a´tomo-campo evoluciona de acuerdo con el modelo de Jaynes-Cummings (JCM)
as´ı (ver el cap´ıtulo 1, ecuacio´n (1.26))
|e1, 0〉 → cos(λ t1) |e1, 0〉 − i sin(λ t1) |g1, 1〉 . (3.1)
Si la velocidad del a´tomo se elige de tal forma que λ t1 = pi/4 entonces se tiene
|e1, 0〉 → 1√
2
(|e1, 0〉 − i |g1, 1〉). (3.2)
Enviando el segundo a´tomo en su estado base y dejando evolucionar el sistema de nuevo
|e1, g2, 0〉 → 1√
2
(|e1, 0〉 − i |g1, 1〉)⊗ |g2〉 . (3.3)
Teniendo en cuenta que el estado |e1, g2, 0〉 es estacionario y usando
|g2, 1〉 → cos(λ t2) |g2, 1〉 − i sin(λ t2) |e2, 0〉 , (3.4)
cuando se toma la velocidad del segundo a´tomo tal que λ t2 = pi/2 finalmente se obtiene
|e1, g2, 0〉 → |Ψ+〉 ⊗ |0〉 , (3.5)
donde
|Ψ+〉 = 1√
2
(|e1, g2〉+ |g1, e2〉) (3.6)
que corresponde a uno de los estados ma´ximamente enredados de Bell.
Por su parte Biplap et al. en 2008 [18] estudian nuevamente el enredamiento ato´mico ge-
nerado al hacer pasar los a´tomos por la cavidad, pero esta vez la interaccio´n es un proceso
no resonante de intercambio de dos fotones simulta´neos, los a´tomos se preparan ambos en
sus estados excitados y el tiempo de interaccio´n es el mismo. Bajo estas condiciones no
se logra crear un estado ma´ximamente enredado entre los a´tomos para ningu´n tiempo de
interaccio´n.
De estos dos hechos y teniendo en cuenta que los procesos de dos fotones muestran un
comportamiento diferente a los de un foto´n queda la pregunta que nos motiva a realizar la
investigacio´n de esta tesis. ¿El no obtener enredamiento ma´ximo se debe al tipo de proceso
de interaccio´n que ocurre entre el a´tomo y el campo (resonante o no, de un foto´n o dos
fotones) o a la diferencia en los tiempos de interaccio´n de cada a´tomo?, la respuesta nos
lleva a pensar en el control que se puede hacer del enredamiento mediante los para´metros
f´ısicos del sistema.
En este cap´ıtulo vamos a hacer una discusio´n del modelo de interaccio´n tanto de un foto´n
como de dos fotones para analizar el comportamiento del enredamiento en te´rminos del
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nu´mero de fotones que se intercambian, la diferencia entre las frecuencias de transicio´n
ato´micas y la frecuencia del campo, y el tiempo de interaccio´n de cada a´tomo. Empezamos
el cap´ıtulo con la construccio´n de un Hamiltoniano efectivo que se utilizara´ para modelar
el proceso de segundo orden de dos fotones, partiendo de un a´tomo con tres niveles (sec-
cio´n 3.1). Luego hacemos una discusio´n sobre los puntos a favor y en contra del modelo
propuesto por Biplap et al. en [18] y el modelo propuesto por nosotros; para esto construi-
mos un Hamiltoniano adimensional del sistema compuesto por un a´tomo de tres niveles
y la radiacio´n, estudiamos adema´s lo que vamos a llamar la fidelidad entre este sistema
y uno compuesto por un a´tomo de dos niveles y el campo (seccio´n 3.2). Con base en el
modelo efectivo de dos niveles construido hacemos una generalizacio´n que describe, usando
los para´metros adecuados, la interaccio´n entre el a´tomo y el campo cuando entre estos se
intercambian uno o dos fotones (seccio´n 3.3). Terminamos en la seccio´n 3.4 incluyendo los
efectos de la disipacio´n en nuestros modelos.
3.1. Procesos de dos fotones. Modelo efectivo de dos niveles
En la seccio´n 1.2 se mostro´ que en el caso resonante, es decir cuando ∆ = 0, se puede
construir un proceso de segundo orden de dos fotones partiendo de un a´tomo de tres niveles,
|g〉, |i〉 y |e〉, en el que la transicio´n entre el estado base y el excitado se logra solamente a
trave´s del estado intermedio, mediante lo que se denomina una transicio´n virtual. En esta
seccio´n vamos a discutir el caso no resonante y las condiciones bajo las que se puede efectuar
la aproximacio´n de dos niveles efectivos3 para describir el proceso de dos fotones.
La construccio´n de dicho modelo se ha planteado de diferentes formas: mediante (i) la eli-
minacio´n adiaba´tica del nivel intermedio en las ecuaciones de movimiento de las amplitudes
de probabilidad [24]; (ii) una expansio´n perturbativa de los autovalores y autovectores del
hamiltoniano completo para el sistema de tres niveles [13] (como se hizo en la seccio´n 1.2)
y (iii) el uso de una transformacio´n cano´nica adecuada [38]. En la tabla 3.1 se resumen
las ventajas y desventajas de cada uno de los me´todos planteados, en particular optamos
por utilizar la teor´ıa de perturbaciones para analizar con ma´s detalle los o´rdenes de magni-
tud relativos de cada uno de los para´metros que influyen en el modelo. A continuacio´n, se
discuten los resultados del estudio utilizando este procedimiento.
El hamiltoniano para el sistema de tres niveles no resonante escrito de forma matricial en
la base que generan los estados desnudos |e, n〉, |i, n+ 1〉 y |g, n+ 2〉 es
HΞ = ~ωc (n+ 1)I 3 + ~Wn (3.7)
3La justificacio´n para mantener dos niveles ato´micos tiene que ver con el intere´s de estudiar el enreda-
miento entre qubits pero en el marco de los procesos de dos fotones.
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Consideraciones
Eliminacio´n
adiaba´tica
Teor´ıa de
perturbaciones
Transformacio´n
cano´nica
Se pueden estudiar inter-
acciones por fuera de re-
sonancia.
NO SI SI
Puede introducirse un in-
cremento del efecto Stark
aumentando el nu´mero de
niveles intermedios fuera
de resonancia.
SI NO SI
Se puede efectuar un buen
control de la aproxima-
cio´n.
NO SI NO
Cuadro 3.1: Ventajas y desventajas de cada uno de los me´todos encontrados en la literatura
para la construccio´n del Hamiltoniano efectivo.
en donde
Wn =
 ∆ λ2n 0λ2n δg λ1n
0 λ1n 0
 . (3.8)
Los s´ımbolos λjn son una notacio´n corta para
λ1n = λ1
√
n+ 2, y (3.9a)
λ2n = λ2
√
n+ 1. (3.9b)
Para lograr que la transicio´n al estado intermedio sea virtual, es necesario que la desinton´ıa
de dos fotones sea mucho menor que la de un foto´n, esto es ∆  δg, ya que de esta
forma se garantiza que la transferencia de poblacio´n entre el estado excitado y el estado
base (|e〉 ↔ |g〉) es mayor que la transferencia de poblacio´n al estado intermedio por las
transiciones de un foto´n |e〉 ↔ |i〉 y |g〉 ↔ |i〉. Particularmente, ser requiere que el proceso
de dos fotones sea casi resonante, mientras que el de un foto´n sea dispersivo, es decir
que la desintonia de un foto´n sea grande δg  λ1n, λ2n y la de dos fotones sea pequen˜a
∆ λ1n, λ2n. Una consecuencia de estas condiciones, es que n no puede ser arbitrariamente
grande.
La teor´ıa de perturbaciones se desarrolla de la siguiente forma, definimos la desinton´ıa de
un foto´n de orden cero, los te´rminos proporcionales a los momentos dipolares como de
primer orden () y la desinton´ıa de dos fotones como de segundo orden4 (2). S´ı  es lo
suficientemente pequen˜o, la dina´mica exacta se puede aproximar mediante el hamiltoniano
4Esta condicio´n es consistente f´ısicamente con el hecho de tomar la desinton´ıa de dos fotones ∆ del orden
de λ2j/δg, es decir, del mismo orden del corrimiento por efecto Stark que sufren los niveles energe´ticos del
a´tomo por la interaccio´n dispersiva como se explico´ en la seccio´n (1.1).
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efectivo total
Ĥef =
{
∆ +
(
λ21
δg
− λ
2
2
δg
)
aˆ†aˆ
}
Sz − 1
2
(
λ21
δg
+
λ22
δg
)
aˆ†aˆ− λ2λ1
δg
{
aˆ2Ŝ+ + aˆ†2Ŝ−
}
+
λ22
δg
|e〉 〈e|+ δĤef (3.10)
donde el u´ltimo te´rmino es la contribucio´n del nivel intermedio,
δĤef =
(
δg +
(
λ21 + λ
2
2
) (
a†a+ 1
)
+ λ21
δg
)
|i〉 〈i| , (3.11)
que no sera´ tenido en cuenta para la aproximacio´n efectiva de dos niveles. Ma´s detalles se
pueden ver en el ape´ndice A.
Realizacio´n experimental
En 1987, Haroche y sus colaboradores utilizaron a´tomos de Rubidio (85Rb) para la cons-
truccio´n de un ma´ser de dos fotones resonante [13]. El volumen efectivo del modo del campo
de intere´s dentro de la cavidad fue de V = 70 mm3 y la cavidad se sintonizo´ a una frecuencia
ω˜c = 429869,589 Mhz de tal forma que ωeg = 2ω˜c. Adema´s se ten´ıa que para los estados
40S1/2 como excitado, 39P3/2 intermedio y 39S1/2 estado base, las constantes dipolares y
la desinton´ıa con el nivel intermedio eran λ1 ' λ2 = 0,7 Mhz y δ˜g = 245,004 Mhz respecti-
vamente, de esta forma, la constante de acoplamiento efectiva es G˜ = λ1λ2/δ˜g = 2 × 10−3
Mhz y δ˜g/ω˜c ' 6 × 10−4 (segu´n este grupo este valor pequen˜o justifica adecuadamente la
aproximacio´n del proceso de dos fotones a partir de un a´tomo de tres niveles). Estos valo-
res van a ser utilizados en los ejemplos nume´ricos que vamos a considerar en la pro´ximas
secciones. La v´ırgula (˜) se emplea para sen˜alar que se trata de los valores del experimento
de Haroche en resonancia de dos fotones y reservamos las cantidades sin v´ırgula para el caso
fuera de resonancia.
3.2. Hamiltoniano adimensional
Tomando el hamiltoniano de la ecuacio´n (3.8) y dividie´ndolo por
√
λ21 + λ
2
2, definimos un
hamiltoniano adimensional de la forma
W an =
Wn√
λ21 + λ
2
2
=
 ∆a λa2√n+ 1 0λa2√n+ 1 δa λa1√n+ 2
0 λa1
√
n+ 2 0
 . (3.12)
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Adema´s, teniendo en cuenta que las constantes de acoplamiento adimensionales λa1 y λ
a
2
satisfacen (λa1)
2 + (λa2)
2 = 1, podemos reparametrizarlas como:
λa1 =
λ1√
λ21 + λ
2
2
= cosφ, (3.13)
λa2 =
λ2√
λ21 + λ
2
2
= sinφ, 0 ≤ φ ≤ pi/2. (3.14)
3.2.1. Fidelidad del modelo
Ahora, tenemos como objetivo principal estudiar bajo que´ condiciones el modelo de tres
niveles puede considerarse como uno de dos niveles efectivos en el que se requieren dos
fotones para efectuar la transicio´n entre el estado |e〉 y |g〉. Para ello calculamos los vectores
propios del hamiltoniano exacto
W a0 =
 ∆a sinφ 0sinφ δa √2 cosφ
0
√
2 cosφ 0
 , (3.15)
que se obtiene de la ecuacio´n (3.12) tomando la cavidad inicialmente vac´ıa (n = 0), definidos
como
W a0 |ψ˜0,m〉 = E˜0,m |ψ˜0,m〉 , (3.16)
y los comparamos con el conjunto de vectores propios que caracterizan nuestro sistema
efectivo de dos niveles,
|ψ1〉 = |i, 1〉 , (3.17a)
|ψ2,3〉 = |ψ±〉 = −
√
2 sin 2φ√
2Aa±
|e, 0〉 − (1 + 3 cos 2φ)/2 + δa∆a ±Θ
a
∆
2
√Aa± |g, 2〉 , (3.17b)
por medio de la funcio´n de fidelidad
F(φ,∆a, δa) = ma´x
P
∣∣∣∣∣
3∏
m=1
〈ψ˜0,m|ψP (m)〉
∣∣∣∣∣ (3.18)
que se maximiza sobre las 6 permutaciones de los tres estados {|ψ1〉 , |ψ2〉 , |ψ3〉}, para de-
terminar la regio´n de valores de ∆a y δa en donde el modelo efectivo y el modelo exacto
coinciden. Las regiones ma´s claras de la gra´fica (3.1a), que se construye para constantes de
acoplamiento iguales (φ = pi/4), muestran en donde ocurre esto.
Sin embargo, F(φ,∆a, δa) = 1 es una condicio´n necesaria, pero no suficiente para considerar
que el modelo propuesto describe eficientemente el proceso de segundo orden de dos fotones,
debido a esto definimos la razo´n de participacio´n
P(φ,∆a, δa) = | 〈g, 2|ψ2〉 |4 + | 〈e, 0|ψ3〉 |4, 1/2 ≤ P ≤ 1 (3.19)
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(a) (b)
Figura 3.1: Comportamiento de la Fidelidad (a) y la razo´n de participacio´n (b) en te´rminos
de las desiton´ıas adimensionales cuando las constantes de acoplamiento dipolares son iguales
(φ = pi/4).
que sera´ (o estara´ muy cercana a) 1 cuando el modelo corresponda a un sistema de dos
niveles desacoplado y muy cercano a 1/2 cuando se trate de dos niveles interactuantes.
En la gra´fica (3.1b) se puede ver el comportamiento de esta funcio´n cuando las constantes
de acoplamiento son iguales, las regiones claras corresponden a valores cercanos a 1/2. La
superposicio´n de estas dos gra´ficas nos da una idea de la relacio´n (ordenes de magnitud) que
debe haber entre las desinton´ıas para que el modelo construido describa eficientemente el
proceso de segundo orden de dos fotones. En particular la fidelidad sera´ mayor al 90 % si la
desinton´ıa de un foto´n |δa| & 4,0×100 en tanto que la razo´n de participacio´n no sera´ mayor a
0.6 si la desinton´ıa de dos fotones cumple |∆a| . 4,0×10−2, es decir que este´ dos ordenes de
magnitud por debajo de la desinton´ıa de un foto´n. Este resultado es realmente importante
para nosotros porque nos aporta razones matema´ticas que complementan las razones f´ısicas
consideradas para la construccio´n del modelo efectivo tratado en la seccio´n 3.1.
Ana´lisis de las condiciones particulares propuestas en el art´ıculo de Biplab et
al.
Entre los me´todos para la construccio´n del modelo que describe un proceso de dos fotones en
la interaccio´n de un a´tomo con un campo electromagne´tico tenemos el me´todo semicla´sico
de la referencia [40], a partir del cual V. Bartzis y N. Nayak [38] en 1991 desarrollan un
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tratamiento completamente cua´ntico empleando la transformacio´n cano´nica
Ĥeff = e
−iK̂ĤeiK̂ . (3.20)
Si el operador independiente del tiempo K̂ satisface[
K̂, Ĥ0
]
= −iĤ1, (3.21)
donde Ĥ0 es la evolucio´n libre tanto del a´tomo como del campo y Ĥ1 = ~λ1
(
aˆσˆig + aˆ
†σˆgi
)
+
~λ2
(
aˆσˆei + aˆ
†σˆie
)
es el hamiltoniano de interaccio´n de la ecuacio´n (1.40), entonces el ha-
miltoniano efectivo se reduce a
Ĥeff = Ĥ0 − i
2
[
K̂, Ĥ1
]
. (3.22)
Biplab et al. [18] en 2008, usando los resultados de [38], muestran que el enredamiento
entre dos a´tomos de tres niveles que atraviesan sucesivamente una cavidad sin pe´rdidas se
puede incrementar usando el corrimiento por efecto Stark. Nosotros encontramos que al
menos para un solo nivel intermedio, los para´metros que les permiten tal control hacen que
se invalide la aproximacio´n de dos niveles empleada para modelar la interaccio´n a´tomo-
campo, en particular:
En el modelo de interaccio´n que describe el proceso de dos fotones planteado por ellos,
aparecen unos β’s que se introducen como para´metros de efecto Stark y que se definen
como
βe =
λ22
ωei − ω = −
λ22
δ −∆ , utilizando (1.41c) (3.23)
βg =
λ21
ωig − ω =
λ21
δ
. (3.24)
Como caso particular los autores consideran βe = βg = β y en consecuencia se tiene
que
λ21
δ
= − λ
2
2
δ −∆ =⇒ δλ
2
1 −∆λ21 = −δλ22
δ =
(
λ21
λ21 + λ
2
2
)
∆ (3.25)
por lo que se concluye que δ ≤ ∆ (que de entrada es una condicio´n poco deseable ya
que las transiciones de un so´lo foto´n ser´ıan ma´s probables que las de dos fotones) o
en te´rminos de los para´metros adimensionales
δa = cos
2 φ ∆a. (3.26)
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Adicionalmente,
βg =
λ21
δ
= β ⇒ βa = β√
λ21 + λ
2
2
=
λ21/
(
λ21 + λ
2
2
)
δ/
√
λ21 + λ
2
2
=
cos2 φ
δa
,
luego,
βa =
1
∆a
, (3.27)
lo que implica que βa y ∆a no son para´metros independientes uno del otro, como se
utilizan en el art´ıculo5.
Por otro lado la constante de acoplamiento de dos fotones definida como
G =
λ1λ2
2
{
1
ωei − ω −
1
ωig − ω
}
=
λ1λ2
2
{
1
∆− δ −
1
δ
}
= −λ1λ2
δ
(
δ −∆/2
δ −∆
)
que en te´rminos de los para´metros adimensionales quedar´ıa escrita
Ga = −λ
a
1λ
a
2
δa
(
δa −∆a/2
δa −∆a
)
= −cosφ sinφ
cos2 φ ∆a
(cos2 φ− 1/2)∆a
(cos2 φ− 1)∆a
= − 1− 2 cos
2 φ
2 cosφ sinφ∆a
=
cot 2φ
∆a
o sea que
Ga ∆a = cot 2φ. (3.28)
Para las condiciones −∆aGa = x y
βa
Ga
= y con x > 0 y y > 0 analizadas como casos
especiales en el art´ıculo, se tiene entonces que Ga∆a = 1/y y Ga = −∆a/x de lo que
se sigue ∆2a = −x/y y esto es imposible.
Ahora con las condiciones ∆aGa = x y
βa
Ga
= y con x > 0 y y > 0, se tiene entonces que
Ga∆a = 1/y y Ga = ∆a/x de lo que se sigue ∆a =
√
x
y y Ga =
1√
xy , reemplazando
estas definiciones en el Hamiltoniano adimensional (3.12) se obtiene:
W an =

√
x
y
√
1 + 1√
1+y2
√
n+1
2 0√
1 + 1√
1+y2
√
n+1
2
√
1 + 1√
1+y2
√
x
y
√
1− 1√
1+y2
√
n+2
2
0
√
1− 1√
1+y2
√
n+2
2 0
 . (3.29)
En el caso x = 2 = y y n = 0 (planteado como caso particular por lo autores) los
autovectores del Hamiltoniano adimensional (3.29) son (0.39, 0.76, 0.51) y (0.14, -0.60,
0.79), (-0.91, 0.24, 0.31). Se observa claramente que la aproximacio´n como sistema de
dos niveles no es va´lida.
Si hay 2 o ma´s niveles intermedios es posible que puedan satisfacerse las condiciones
planteadas, au´n cuando esto no es del todo seguro.
5Esta conclusio´n es muy relevante para nuestro ana´lisis ya que nos lleva a pensar, en contraste, que la
desinton´ıa juega un papel ma´s importante que el corrimiento por efecto Stark en el control del enredamiento.
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3.3. Construccio´n de un modelo general de interaccio´n
Teniendo en cuenta que la representacio´n matricial, en la base de los estados desnudos,
tanto para el proceso de intercambio de uno (N = 1) como de dos (N = 2) fotones tiene
la misma estructura, se puede considerar la construccio´n de un hamiltoniano generalizado
que represente las dos dina´micas as´ı
HNph=˙ C
(N)
n I2 +
(
A
(N)
n B
(N)
n
B
(N)∗
n −A(N)n
)
(3.30)
y para el que
A(N)n =
{
δ
2 , si N = 1
∆
2 −
λ22(n+1)−λ21(n+2)
2δg
, si N = 2
(3.31a)
B(N)n =
{
λ
√
(n+ 1), si N = 1
−λ1λ2δg
√
(n+ 1)(n+ 2), si N = 2.
(3.31b)
C(N)n =
{(
n+ 12
)
ωc, si N = 1
∆
2 −
λ22(n+1)+λ
2
1(n+2)
2δg
, si N = 2.
(3.31c)
El te´rmino proporcional a la identidad en (3.30) solamente genera un factor de fase, por lo
tanto la dina´mica relevante estara´ contenida en el segundo te´rmino, cuya forma diagonal
puede escribirse
VNph=˙
(
A
(N)
n B
(N)
n
B
(N)∗
n −A(N)n
)
= E(N)n |φ1〉(N) 〈φ1|(N) − E(N)n |φ2〉(N) 〈φ2|(N) , (3.32)
con
E(N)n =
√(
A
(N)
n
)2
+
(
B
(N)
n
)2
.
Los estados propios son combinaciones lineales de los estados |e, n〉 y |g, n+N〉
|φ1〉(N) = cos(ϕ(N)n /2) |e, n〉 − sin(ϕ(N)n /2) |g, n+N〉
|φ2〉(N) = sin(ϕ(N)n /2) |e, n〉+ cos(ϕ(N)n /2) |g, n+N〉
(3.33)
donde N es 1 (2) para el proceso de uno foto´n (dos fotones) y el a´ngulo ϕ
(N)
n obedece la
relacio´n
tan(ϕ(N)n ) = −
B
(N)
n
A
(N)
n
. (3.34)
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Figura 3.2: Sistema de estudio
3.3.1. El sistema de estudio y la dina´mica
El sistema de intere´s esta´ compuesto por dos a´tomos de Rydberg que atraviesan secuencial-
mente una cavidad ideal cuya frecuencia de resonancia puede ajustarse ligeramente (figura
3.2). La interaccio´n de cada a´tomo con la cavidad puede hacerse mediante un proceso en el
que la cavidad intercambia un so´lo foto´n (o dos fotones) con el a´tomo para que este efectu´e
una transicio´n entre los dos niveles ato´micos relevantes. El feno´meno ocurre garantizando
que dentro de la cavidad hay un so´lo a´tomo en cualquier momento.
La evolucio´n temporal para el primer a´tomo preparado en su estado excitado |e1〉 y la
cavidad en el estado de Fock con n fotones |n〉 se describe por
|ψ(t)〉1 = e−
i
~ VˆNph t |e1, n〉
= (r1 − is1) |e1, n〉+ is2 |g1, n+N〉 , (3.35)
donde
r1 = cos(E
(N)
n t) (3.36a)
s1 = − cos(ϕn) sin(E(N)n t) (3.36b)
s2 = sin(ϕn) sin(E
(N)
n t). (3.36c)
Por lo tanto, el estado del sistema completo en el momento que un segundo a´tomo preparado
en su estado excitado ingresa en la cavidad es
|e2〉 ⊗ |ψ(τ1)〉1 = (r1 − is1) |e1, e2, n〉+ is2 |g1, e2, n+N〉 , (3.37)
y as´ı, la dina´mica del sistema mientras el segundo a´tomo atraviesa la cavidad esta´ dada por
e−
i
~ V̂Nph t |e2〉 ⊗ |ψ(τ1)〉1 = (r1 − is1) |e1〉 ⊗ e−
i
~ V̂Nph t |e2, n〉
+ is2 |g1〉 ⊗ e− i~ V̂Nph t |e2, n+N〉 ,
(3.38)
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en consecuencia el estado del sistema completo en te´rminos del tiempo de interaccio´n de
cada a´tomo con la cavidad es
|ψ(τ1, τ2)〉(1,2) = ηee |e1, e2, n〉+ηeg |e1, g2, n+N〉+ηge |g1, e2, n+N〉+ηgg |g1, g2, n+ 2N〉 . (3.39)
Hemos definido los ηjk como
ηee = (r1 − is1) (r˜1 − is˜1) ; ηeg = (r1 − is1) (is˜2)
ηge = (is2)
(
r˜′1 − is˜′1
)
; ηgg = (is2)(is˜
′
2),
(3.40)
teniendo en cuenta que r′1 = r
n→n+N
1 , s
′
1 = s
n→n+N
1 y que las expresiones con mon˜ito se
determinan cambiando t por τ2 en (3.36).
3.3.2. Dina´mica del enredamiento
Enredamiento ato´mico
Teniendo en cuenta que el intere´s principal recae en la evolucio´n de los a´tomos, se toma la
traza parcial sobre las variables del campo para obtener la matriz densidad del subsistema
ato´mico
ρ(τ1, τ2)a1a2 =

|ηee|2 0 0 0
0 |ηeg|2 ηgeη∗eg 0
0 ηegη
∗
ge |ηge|2 0
0 0 0 |ηgg|2
 (3.41)
y se calcula la concurrencia de Wootters (2.6) como una funcio´n del tiempo de interaccio´n
de cada a´tomo con la cavidad [39] para obtener
C(τ1, τ2)a1a2 = 2 ma´x
{
0, |η∗egηge| − |ηgg||ηee|
}
= 2 ma´x
{
0,
√
(r21 + s
2
1) s
2
2
(√
(r˜′21 + s˜
′2
1 ) s˜
2
2 −
√
(r˜21 + s˜
2
1) s˜
′2
2
)}
. (3.42)
Considerando adema´s que
r21 + s
2
1 = 1− sin2(ϕn) sin2(E(N)n t) = 1− s22, (3.43)
la concurrencia puede escribirse
C(τ1, τ2)a1a2 = 2 ma´x
{
0,
√(
1− s22
)
s22
(√(
1− s˜′22
)
s˜22 −
√(
1− s˜22
)
s˜′22
)}
. (3.44)
Cuando los tiempos de interaccio´n de cada a´tomo con la cavidad son iguales, es decir
τ1 = τ2 = τ , la concurrencia (3.44) puede simplificarse como
C(τ)a1a2 = 2 ma´x
{
0, s22
√(
1− s22
) (
1− s′22
)− ∣∣(1− s22) s2s′2∣∣} . (3.45)
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Figura 3.3: Concurrencia a´tomo-a´tomo en funcio´n del tiempo G˜τ y la desinton´ıa ∆/G˜ para
el proceso de intercambio de dos fotones con la cavidad.
Este resultado es interesante porque corresponde a una expresio´n generalizada de la concu-
rrencia para el proceso de uno y de dos fotones. A partir de esta ecuacio´n podr´ıamos decir
que la concurrencia muestra un comportamiento universal en el sentido que se puede hacer
una descripcio´n de su evolucio´n independientemente del proceso que se este´ llevando a cabo
dentro de la cavidad.
El comportamiento descrito por la ecuacio´n anterior se ilustra en las figuras 3.3 (proceso
de dos fotones) y 3.4 (proceso de un foto´n), en las que se aprecia por ejemplo que el
enredamiento ato´mico para el proceso de segundo orden de dos fotones es sime´trico respecto
a ∆/G˜ = −1, lo que significa ∆ = −λ2/δ˜g que corresponde al corrimiento efectivo (1.55),
que sufren los niveles de energ´ıa ato´micos, debido al efecto Stark dina´mico. Por su parte en el
proceso de un foto´n el comportamiento de la concurrencia es sime´trico respecto a δ/λ = 0.
En consecuencia, el efecto Stark que se genera en el proceso de dos fotones produce un
corrimiento del enredamiento fuera de la resonancia.
No´tese tambie´n que la desinton´ıa modifica (aumenta o disminuye) el enredamiento ato´mico.
Para diferentes tiempos de interaccio´n de los a´tomos con la cavidad, el enredamiento ma´ximo
solamente se logra por fuera de la resonancia, lo que es contraintuitivo dado que el aumento
en la desinton´ıa reduce la probabilidad de poblacio´n de los estados ato´micos, no obstante
la actuacio´n colectiva reduce el impacto negativo de la desinton´ıa sobre un so´lo a´tomo y
contribuye en la transferencia del enredamiento. Otro resultado interesante tiene que ver
con el momento en el que deja de ser cero el enredamiento ato´mico: obse´rvese en la figura
3.4 que cuando δ/λ 1 el momento en el que se dispara la transferencia de enredamiento
entre los a´tomos es independiente de la desinton´ıa, es decir, que cuando hay una interaccio´n
dispersiva el tiempo de nacimiento es independiente de la desintonizacio´n entre el campo y
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Figura 3.4: Comportamiento de la concurrencia a´tomo-a´tomo en funcio´n del tiempo λt y la
desinton´ıa δ/λ para el proceso de intercambio de un so´lo foto´n con la cavidad.
la transicio´n ato´mica. Esto se ratifica en el proceso de dos fotones, como se ve en la gra´fica
de densidad de la figura 3.3.
Enredamiento Ma´ximo.
Unos de los principales objetivos es determinar bajo que condiciones se puede generar el
mayor enredamiento en el subsistema ato´mico, para ello vamos a estudiar los siguientes
casos:
Diferentes tiempos de interaccio´n de cada a´tomo con la cavidad. Vamos a considerar
τ1 y τ2 de tal manera que
s22 = sin
2 ϕn sin
2
(
E(N)n τ1
)
= 1/2 y (3.46a)
s˜′22 = sin
2 ϕn+N sin
2
(
E
(N)
n+Nτ2
)
= 0 (3.46b)
de esta forma la concurrencia (3.44) se reduce a
C(τ1, τ2)a1a2 =
∣∣∣∣∣sin(ϕn) sin
(
2kpi
E
(N)
n
E
(N)
n+N
)∣∣∣∣∣ . (3.47)
En particular se obtendra´ un estado ma´ximamente enredado en el subsistema ato´mico,
independientemente del proceso que se este llevando a cabo dentro de la cavidad,
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cuando
τ1 = 2pi
(
k′ + 1/3
)
/E(N)n , (3.48a)
τ2 = 2kpi/E
(N)
n+N , (3.48b)
En
En+N
=
(m+ 1/4)
k
y (3.48c)
sin(ϕn) = 1 (3.48d)
con k′, k y m enteros mayores que cero. Cabe resaltar que aunque la condicio´n (3.48c)
no puede cumplirse exactamente debido a que la definicio´n de E
(N)
n (ecuacio´n 3.3) hace
que el cociente E
(N)
n /E
(N)
n+N no sea racional, es posible acercarse tanto como se quiera
si se deja evolucionar el sistema por tiempos arbitrariamente grandes (y en ausencia
de disipacio´n). Por otro lado, la condicio´n (3.48d) implica que A
(N)
n = 0 (ecuacio´n
3.31a), lo que quiere decir que la interaccio´n debe ser resonante en el proceso de un
foto´n (δ = 0) y no resonante para el proceso de dos fotones ∆ =
λ2e(n+1)−λ2g(n+2)
δg
. Esta
u´ltima condicio´n significa que el estado ma´ximamente enredado se obtendra´ cuando
la desinton´ıa de dos fotones compense el corrimiento que produce el efecto Stark
dina´mico.
Cuando los tiempos de interaccio´n de cada a´tomo son iguales. En particular, para
τ1 = τ2 = τ = 2pik/En+N (k ∈ Z), la concurrencia (3.45) se reduce a
C
(
2kpi
En+N
)
a−a
= 2 sin2(ϕn) sin
2
(
2pik
En
En+N
)√
1− sin2(ϕn) sin2
(
2pik
En
En+N
)
(3.49)
que podemos reescribir como
C2(s) = 4s2(1− s), (3.50)
s = sin2(ϕn) sin
2
(
2pik
En
En+N
)
, (3.51)
cuyo ma´ximo se obtiene cuando s = 2/3 con un valor de
Cma´x =
4
3
√
3
< 1. (3.52)
En resumen, independientemente del tipo de interaccio´n que suceda dentro de la
cavidad, no se generan estados ma´ximamente enredados cuando se consideran tiempos
de interaccio´n iguales y los a´tomos ingresan a la cavidad preparados en sus estados
excitados.
Ahora bien, teniendo en cuenta que el valor ma´ximo que puede llegar tomar la funcio´n
sin2
(
2pik EnEn+N
)
es 1, siempre que
sin2(ϕn) ≥ 2
3
(3.53)
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se cumplira´ la condicio´n s = 2/3 con la que se obtendra´ la concurrencia ma´xima. Por otro
lado, la funcio´n sin2(ϕn) puede escribirse como1 +(A(N)n
B
(N)
n
)2−1 = (1 + χ2n)−1 , (3.54)
luego el ma´ximo de concurrencia (3.52) puede alcanzarse siempre y cuando
− 1√
2
≤ χn ≤ 1√
2
, (3.55)
en donde los coeficientes A
(N)
n y B
(N)
n que definen χn esta´n dados por (3.31a) y (3.31b).
Es claro que despue´s de definir el χn, empleando los modelos f´ısicos correspondientes al
intercambio de N fotones, la desigualdad (3.55) delimita la regio´n de para´metros para los
cuales es posible obtener el valor ma´ximo de enredamiento entre los a´tomos.
Figura 3.5: Comparacio´n del grado de enredamiento que se logra en el proceso de uno
(l´ınea so´lida) y de dos (l´ınea a trazos cortos) fotones. En cualquiera de los casos y con las
condiciones adecuadas se obtiene el mayor enredamiento posible 4
3
√
3
.
En la figura 3.5 se observa que en cualquiera de los casos (un foto´n y dos fotones) se obtiene
la misma concurrencia ma´xima (3.52), siempre y cuando la desinton´ıa sea tal que no se viole
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la desigualdad (3.55). No´tese que en un proceso de dos fotones resonante no se alcanza el
ma´ximo enredamiento posible, pero en el caso de un foto´n resonante dicho enredamiento
ma´ximo se logra obtener en los primeros tiempos.
Dina´mica de los otros enredamientos
Figura 3.6: Dina´mica del enredamiento (Negatividad) por pares en un proceso de dos fo-
tones. La l´ınea a trazos cortos representa el entrelazamiento entre el primer a´tomo y la
cavidad, la l´ınea de trazos y puntos corresponde al segundo a´tomo y la cavidad y la l´ınea
so´lida al enredamiento ato´mico. (a) ∆/G˜ = 0, (b) ∆/G˜ = 1 y (c) ∆/G˜ = −1, todas para
G˜τ1 = 1.
Con el a´nimo de identificar ma´s elementos que nos ayuden a explicar la dina´mica del en-
redamiento ato´mico, en esta parte analizaremos cualitativamente el comportamiento del
enredamiento bipartito, a trave´s de la negatividad (2.10), entre los diferentes pares de sub-
sistemas que intervienen en nuestro sistema de estudio, son ellos: el primer a´tomo y la
cavidad (A1C), el segundo a´tomo y la cavidad ya perturbada (A2C) y los dos a´tomos
(A1A2).
Las siguientes observaciones se refieren a las figuras 3.6 y 3.7. Aunque el enredamiento entre
los a´tomos y la cavidad (por separado) muestra un comportamiento ma´s o menos perio´dico,
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Figura 3.7: Dina´mica del enredamiento (Negatividad) por pares en el proceso de dos fotones
cuando el tiempo de interaccio´n entre el primer a´tomo y la cavidad es tal que se genera un
estado ma´ximamente enredado entre estos. (a) ∆/G˜ = 0, (b) ∆/G˜ = 1 y (c) ∆/G˜ = −1.
el enredamiento entre los a´tomos no “hereda” esta misma dina´mica; por el contrario presenta
muertes y resurgimientos (cuasiperio´dicos) que indican que hay una buena cantidad de
valores de tiempo para los cuales no se logra la transferencia del enredamiento, por lo
tanto deben cumplirse algunas condiciones ma´s fuertes que solamente el hecho de tener
una cierta cantidad de enredamiento entre el primer a´tomo y la cavidad. Una de estas
condiciones puede sacarse de la ecuacio´n de concurrencia (3.42) que obliga a que la norma
de la coherencia η∗egηge del estado ato´mico sea mayor que el producto de las poblaciones ηee
y ηgg, es decir
|η∗egηge| > |ηeeηgg|. (3.56)
No obstante, el grado de enredamiento A1A2 si esta´ condicionado por el valor que logran los
dos primeros sistemas, es decir que cuanto mayor es el enredamiento A1C, mayor podra´ lle-
gar a ser el enredamiento transferido. Para justificar esto, consideramos por ejemplo la
negatividad del subsistema (A1C) que puede escribirse como
N (ρA1C) =
√
1− s22 +
∣∣s22∣∣− 1 (3.57)
con s22 definido en (3.36c). Para que el enredamiento A1C sea ma´ximo, es decir
N (ρA1C) = 1 (3.58)
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debe cumplirse,
s22 =
1
2
, (3.59)
que se deduce directamente (3.57) y que coincide con la condicio´n (3.46a) para obtener
el enredamiento ma´ximo (de 1 cuando los tiempos de interaccio´n son diferentes y 4/3
√
3
cuando los tiempos son iguales) entre A1A2. Como se ve en 3.6(c) cuanto menor fue el
enredamiento A1C menor fue tambie´n el ma´ximo enredamiento A1A2.
Ya se comento´ en la subseccio´n anterior que el tiempo de nacimiento del enredamiento
ato´mico era independiente de la desinton´ıa de dos fotones, pero de lo que s´ı depende es del
tiempo de interaccio´n del sistema A1C.
3.4. Efectos de la disipacio´n sobre el enredamiento ato´mico
Conviene ahora discutir sobre los efectos que tiene la pe´rdida de fotones de la cavidad sobre
el enredamiento de los a´tomos. Para esto vamos a considerar solamente el caso en el que
los tiempos de interaccio´n son iguales y la pe´rdida se realiza foto´n por foto´n a una tasa
κ a temperatura cero. No tenemos en cuenta procesos de emisio´n esponta´nea. Bajo estas
condiciones el modelo disipativo que utilizamos viene dado por la ecuacio´n (2.18), es decir
d
dt
ρˆac = Lρˆac
=
1
i~
[
ĤNph, ρˆac
]
+
κ
2
{
2aˆρˆacaˆ
† −
(
aˆ†aˆρˆac + ρˆacaˆ†aˆ
)} (3.60)
donde ĤNph es el hamiltoniano definido por (3.30).
Esta ecuacio´n de movimiento se resuelve nume´ricamente, bajo la mismas condiciones inicia-
les que se consideraron en el caso de la cavidad ideal, es decir los dos a´tomos se preparan en
sus estados excitados y la cavidad se toma inicialmente vac´ıa. En el ape´ndice B se expone
con ma´s detalle como se construye el conjunto de ecuaciones diferenciales que corresponde
a cada elemento de la matriz densidad del sistema completo (los dos a´tomos y el campo),
para el proceso de dos fotones.
Como ya se vio´ en la figura 3.5, la concurrencia del subsistema ato´mico presenta un com-
portamiento de muertes y resurgimientos, por lo que fijaremos nuestra atencio´n en lo que
en adelante se denominan los ciclos de enredamiento, cada uno de ellos con grado de enre-
damiento ma´ximo que depende de la tasa disipativa, Cma´x,κ.
Cada ciclo de estos se ve afectado de forma diferente por el proceso disipativo, gra´fica 3.8,
luego, a cada ciclo de enredamiento le corresponde un tipo de estado diferente, que puede
ser ma´s o menos robusto a la disipacio´n. Es importante resaltar el feno´meno que se observa
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Figura 3.8: Concurrencia ma´xima alcanzada en los dos primeros ciclos de enredamiento
ato´mico para diferentes valores de la tasa de disipacio´n en el proceso de un so´lo foto´n (a) y
(b) y de dos fotones (c) y (d).
en la gra´fica 3.8(b) donde el segundo ciclo tiene un mayor valor de enredamiento cuando no
hay pe´rdidas (κ = 0), pero que es ma´s fra´gil y decae ra´pidamente con el valor de la tasa de
disipacio´n.
En particular, no´tese que el primer ciclo es menos robusto en el proceso de un foto´n (gra´fi-
ca 3.9), sin embargo, el comportamiento del segundo ciclo es contrario, resiste menos la
disipacio´n el proceso de dos fotones. Esta situacio´n condiciona las consideraciones que de-
ben hacerse para efectuar el control del enredamiento ya que conviene utilizar tiempos de
interaccio´n para los que se obtengan estados ma´s robustos.
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Figura 3.9: Comparacio´n del cambio en el valor ma´ximo de concurrencia del primer ciclo de
enredamiento Cma´x,κ/Cma´x,0 en te´rminos de la disipacio´n para el proceso de un fo´ton (l´ınea
so´lida) y de dos fotones (l´ınea a trazos).

Cap´ıtulo 4
Conclusiones y perspectivas
4.1. Conclusiones
Mediante la teor´ıa de perturbaciones independiente del tiempo fue posible construir
el modelo efectivo
Ĥefectivo =
{
∆− λ
2
2
δg
(
aˆ†aˆ+ 1
)}
|e〉 〈e|− λ
2
1
δg
aˆ†aˆ |g〉 〈g|− λ2λ1
δg
{
aˆ2Ŝ+ + aˆ†2Ŝ−
}
. (4.1)
Este hamiltoniano que depende de la desinton´ıa de dos fotones ∆, el efecto Stark
dina´mico λ2i,j/δg que se genera por la transicio´n virtual al nivel intermedio y el aco-
plamiento efectivo λ21λ
2
2/δg, describe adecuadamente un proceso de segundo orden de
dos fotones por fuera de la resonancia siempre y cuando se cumplan las condiciones
∆ ∼ λ
2
1,2
δg
(4.2a)
δg  ∆ (4.2b)
δg  λ1
√
n+ 2, λ2
√
n+ 1 (4.2c)
Para el caso de uno y dos fotones se deriva la expresio´n
C(τ1, τ2) = 2 ma´x
{
0,
√
(1− s2) s2
(√
(1− s˜′2) s˜2 −
√
(1− s˜2) s˜′2
)}
(4.3)
en donde s2 = sin2(ϕn) sin
2(E
(N)
n t), con ϕn y E
(N)
n definidos por el hamiltoniano que
describe la interaccio´n a´tomo-campo. Este resultado nos permite calcular el grado
de enredamiento ato´mico generado por la interaccio´n con la cavidad e identificar
un comportamiento global del enredamiento para estos casos. En particular, que el
ma´ximo valor de enredamiento que puede obtenerse es independiente del nu´mero de
fotones que se requiere para efectuar la transicio´n ato´mica.
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Del comportamiento que mostro´ el modelo de segundo orden de dos fotones en com-
paracio´n con el de un so´lo foto´n y considerando que al reducir todo el problema de
N fotones a un sistema efectivo de dos niveles, la estructura algebraica sigue sien-
do una matriz por bloques de dos por dos en su diagonal. No es descabellado intuir
que es posible la construccio´n de un modelo generalizado para describir el proceso de
intercambio de N fotones (N > 3) cuya estructura ser´ıa
ĤefectivoN−fotones = A(N) |e〉 〈e|+ B(N) |g〉 〈g|+G(N)
(
aˆN Sˆ+ + aˆ†N Sˆ−
)
, (4.4)
en el cual los te´rminos A(N) y B(N) incluir´ıan la desinton´ıa y el efecto Stark dina´mico,
presente en estos procesos dispersivos.
Bajo esta consideracio´n, se concluye que el enredamiento a´tomo-a´tomo generado por la
interaccio´n con una cavidad electrodina´mica presenta un comportamiento “universal”.
Con esto queremos decir que no se obtiene ma´s enredamiento solamente al considerar
un intercambio mayor de fotones. Sin embargo, los detalles de la posibilidad de obtener
un cierto valor de enredamiento para un determinado tiempo, dependen del modelo
escrito en te´rminos de los para´metros f´ısicos. Es importante tener en cuenta que
dichos para´metros se encuentran restringidos por la desigualdad (3.55), lo que impone
limitaciones para escoger el a´tomo y la frecuencia de la radiacio´n confinada.
La desinton´ıa (de dos fotones o de un foto´n) y el tiempo de interaccio´n juegan un papel
crucial en el control del enredamiento ato´mico, en particular, cuando los tiempos de
interaccio´n son iguales no es posible generar estados ma´ximamente enredados, esto
solamente se logra si cada a´tomo interacciona durante un tiempo diferente con la
cavidad y para el caso del proceso de dos fotones la desinton´ıa debe compensar el
corrimiento por efecto Stark dina´mico que sufren los niveles de energ´ıa ato´micos. El
efecto Stark dina´mico permite efectuar un control del enredamiento ato´mico a trave´s
de la preseleccio´n de los a´tomos.
La dina´mica de la concurrencia ato´mica cuando se tiene en cuenta la pe´rdida de fotones
como proceso disipativo, presenta ciclos de enredamiento en los que se alternan ciclos
robustos y de´biles. En particular, el primer ciclo de enredamiento es ma´s resistente a
la disipacio´n si la interaccio´n es un proceso de dos fotones, sin embargo, el segundo
ciclo es ma´s robusto si el proceso es de un so´lo foto´n. Esto genera reg´ımenes para
los tiempos de interaccio´n de los a´tomos con la cavidad que deben considerarse al
momento de producir enredamiento v´ıa una cQED.
4.2. Perspectivas
Hacer un estudio formal de la dina´mica del enredamiento bipartito y tripartito con
el fin de identificar el mecanismo f´ısico que genera la transferencia del enredamiento
entre los sistemas no interactuantes.
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Definir la influencia del estado inicial en la dina´mica, en este estudio solamente se
considero´ el mismo estado inicial para los a´tomos, pero ser´ıa tambie´n interesante es-
tudiar un estado inicial que fuera por ejemplo la superposicio´n de los estados ato´micos
o una mezcla estad´ıstica de estados puros, utilizar una cavidad que soporte estados
coherentes o comprimidos de radiacio´n.
Estudiar la aplicacio´n del me´todo expuesto cambiando la cavidad por dispositivos de
estado so´lido, como microcavidades, micropilares y dema´s heteroestructuras, con el
objeto de crear dispositivos optoelectro´nicos que hagan esta funcio´n.
Hacer un estudio ma´s exhaustivo de la disipacio´n para el caso en el que se consideran
procesos no lineales como los de dos fotones.

Ape´ndice A
Derivacio´n del hamiltoniano
efectivo
Empezamos diagonalizando la matriz2 ∆  λ2n 0 λ2n δ  λ1n
0  λ1n 0
 , (A.1)
en donde hemos introducido la cantidad  como un mecanismo que nos ayuda a seguirle la
pista a los o´rdenes relativos de cada uno de los te´rminos que aparecen en los ca´lculos. Para
los autovalores y autovectores hasta orden 2 obtenemos:
E± ' ∆
2
− λ
2
1n + λ
2
2n ±Θ∆
2δg
(A.2a)
E1 ' δg + λ
2
1n + λ
2
2n
δg
, (A.2b)
|±, n〉 ' −2λ1nλ2n√
2A±
|e, n〉+O() |i, n+ 1〉+ λ
2
2n − λ21n − δg∆∓Θ∆√
2A±
|g, n+ 2〉 , (A.2c)
|1, n〉 ' λ2n
δg
|e, n〉+ |i, n+ 1〉+ λ1n
δg
|g, n+ 2〉 . (A.2d)
En las ecuaciones anteriores hemos definido
Θ∆ ≡ δg
√(
λ21n + λ
2
2n
δg
)2
− 2
(
λ22n − λ21n
δg
)
∆ + ∆2 (A.3)
y
A± ≡ λ42n − λ22n
(
2δg∆− 2λ21n ±Θ∆
)
+
(
δg∆ + λ
2
1n
)(
λ21n + δg∆±Θ∆
)
. (A.4)
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No´tese en las ecuaciones (A.2c) y (A.2d) que si el estado inicial del a´tomo es |e〉, |g〉 o
una combinacio´n lineal de estos, la evolucio´n del sistema bajo las condiciones ya fijadas no
permite que se pueble el estado |i〉. De manera semejante, si comenzamos preparando el
a´tomo en el nivel intermedio y bajo las mismas condiciones anteriores, los estados |e〉 y |g〉
no se pueblan apreciablemente. As´ı, se pueden redefinir estos estados de la siguiente forma
|k˜±n 〉 = −
2λ1nλ2n√
2A± |e, n〉+
λ22n − λ21n − δg∆∓Θ∆√
2A± |g, n+ 2〉 , (A.5a)
|k˜1n〉 = |i, n+ 1〉 . (A.5b)
En consecuencia, el hamiltoniano efectivo queda definido en te´rminos de los estados (A.5a)
como:
Ĥeffn = E+ |k˜+n 〉 〈k˜+n |+ E− |k˜−n 〉 〈k˜−n |
=
E+ + E−
2
{
|k˜+n 〉 〈k˜+n |+ |k˜−n 〉 〈k˜−n |
}
+
E+ − E−
2
{
|k˜+n 〉 〈k˜+n | − |k˜−n 〉 〈k˜−n |
}
.
(A.6)
Efectuando el cambio de base obtenemos
Ĥeffn '
(
∆
2
− λ
2
1n + λ
2
2n
2δg
){
|e, n〉 〈e, n|+ |g, n+ 2〉 〈g, n+ 2|
}
− 1
2δg
{
(λ22n − λ21n − δg∆) |e, n〉 〈e, n|+ 2λ2nλ1n
(|e, n〉 〈g, n+ 2|+ |g, n+ 2〉 〈e, n|)
+
(−λ22n + λ21n + δg∆) |g, n+ 2〉 〈g, n+ 2|}
=
(
∆− λ
2
2n
δg
)
|e, n〉 〈e, n| − λ
2
1n
δg
|g, n+ 2〉 〈g, n+ 2| − λ2nλ1n
δg
{
|e, n〉 〈g, n+ 2|+ h.c.
}
.
(A.7)
De forma ma´s conveniente se escribe el hamiltoniano anterior como
Ĥeffn =
1
2
(
∆− λ
2
2n
δg
− λ
2
1n
δg
)
In +
1
2
(
∆− λ
2
2n
δg
+
λ21n
δg
)
Zn − λ2nλ1n
δg
Xn, (A.8)
en donde hacemos uso de la notacio´n
In = |e, n〉 〈e, n|+ |g, n+ 2〉 〈g, n+ 2| (A.9a)
Zn = |e, n〉 〈e, n| − |g, n+ 2〉 〈g, n+ 2| (A.9b)
Xn = |e, n〉 〈g, n+ 2|+ |g, n+ 2〉 〈e, n| . (A.9c)
Vale la pena notar que todos los te´rminos del hamiltoniano efectivo Heffn son del mismo
orden (2).
Ahora, teniendo en cuenta la forma como actu´an los operadores de creacio´n y destruccio´n
de fotones
aˆ |n〉 = √n |n− 1〉 (A.10a)
aˆ† |n〉 = √n+ 1 |n+ 1〉 (A.10b)
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podemos escribir√
(n+ 1)(n+ 2) |e, n〉 〈g, n+ 2| = aˆ2 |e, n+ 2〉 〈g, n+ 2| ,√
(n+ 1)(n+ 2) |g, n+ 2〉 〈e, n| = aˆ†2 |g, n+ 2〉 〈e, n+ 2| ;
en consecuencia, el hamiltoniano efectivo Ĥeff , calculado empleando la ecuacio´n (A.7), es
Ĥeff =
∑
Ĥeffn
=
{
∆− λ
2
2
δg
(
aˆ†aˆ+ 1
)}
|e〉 〈e| ⊗
∑
|n〉 〈n| − λ
2
1
δg
aˆ†aˆ |g〉 〈g| ⊗
∑
|n+ 2〉 〈n+ 2|
− λ2λ1
δg
{
aˆ2 |e〉 〈g| ⊗
∑
|n〉 〈n|+ aˆ†2 |g〉 〈e| ⊗
∑
|n+ 2〉 〈n+ 2|
}
.
(A.11)
Una manera alternativa de escribir el hamiltoniano efectivo es
Ĥeff =
{
∆− λ
2
2
δg
(
aˆ†aˆ+ 1
)}
|e〉 〈e| − λ
2
1
δg
aˆ†aˆ |g〉 〈g| − λ2λ1
δg
{
aˆ2Ŝ+ + aˆ†2Ŝ−
}
(A.12)
en el que se ha empleado la notacio´n para la desinton´ıa de dos fotones definida en (1.41c),
∆ = ωei + ωig − 2ωc, y Ŝ+ = |e〉 〈g| =
(
Ŝ−
)†
.

Ape´ndice B
Ecuacio´n de movimiento con
disipacio´n
Vamos a considerar en detalle los elementos de matriz del estado compuesto del sistema
cuando la interaccio´n de cada a´tomo con la cavidad es un proceso de dos fotones. Tomamos
entonces la ecuacio´n maestra
d
dt
ρˆac = Lρˆac
=
1
i~
[
Ĥ2ph, ρˆac
]
+
κ
2
{
2aˆρˆacaˆ
† −
(
aˆ†aˆρˆac + ρˆacaˆ†aˆ
)} (B.1)
en donde Ĥ2ph se toma como el Hamiltoniano efectivo Ĥeff definido por la ecuacio´n (A.12).
El primer a´tomo y el campo se preparan en el estado inicial
ρ1(0) = |e1, 0〉 〈e1, 0| , (B.2)
y al cabo del tiempo τ de interaccio´n el estado conjunto es
ρ1(τ) =
∑
a1,m;b1,n
ρb1,na1,m(τ) |a1,m〉 〈b1, n| . (B.3)
Los ρb1,na1,m(t) corresponden a las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales
ρ˙b1,na1,m(t) = 〈a1,m|
d
dt
ρˆ1 |b1, n〉 (B.4)
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con la condicio´n inicial (B.2) y definiendo
d
dt
ρˆ1 =
∑
a1,m
b1,n
ρb1,na1,m(t)
{
− i
(
(∆ + β2(m+ 1))δ
a1
e1 |e1,m〉 〈b1, n|+ β1mδa1g1 |g1,m〉 〈b1, n|
+G
(
δa1g1
√
m(m− 1) |e1, (m− 2)〉 〈b1, n|+ δa1e1
√
(m+ 1)(m+ 2) |g1, (m+ 2)〉 〈b1, n|
)
− (∆ + β2(n+ 1))δb1e1 |a1,m〉 〈e1, n| − β1nδb1g1 |a1,m〉 〈g1, n|
−G
(
δb1e1
√
(n+ 1)(n+ 2) |a1,m〉 〈g1, (n+ 2)|+ δb1g1
√
n(n− 1) |a1,m〉 〈e1, (n− 2)|
))
+
κ
2
(
2
√
mn |a1,m− 1〉 〈b1, n− 1| − (m+ n) |a1,m〉 〈b1, n|
)}
. (B.5)
Para construir el estado conjunto de los dos a´tomos con el campo vamos a suponer que
comenzamos a contar el tiempo t desde cero. En ese instante el estado conjunto es
ρ1,2(0) =
∑
a1,m
b1n
ρb1,na1,m(τ) |a1,m〉 〈b1, n| ⊗ |e2〉 〈e2| =
∑
a1,m
b1,n
ρb1,na1,m(τ) |a1, e2,m〉 〈b1, e2, n|
+
∑
a1,m
b1,n
0 |a1, e2,m〉 〈b1, g2, n|+
∑
a1,m
b1,n
0 |a1, g2,m〉 〈b1, e2, n|
+
∑
a1,m
b1,n
0 |a1, g2,m〉 〈b1, g2, n|
=
∑
a1,a2,m
b1,b2,n
ρ˜b1,b2,na1,a2,m(0) |a1, a2,m〉 〈b1, b2, n| .
Comparando las dos expresiones obtenemos
ρ˜b1b2na1a2m(0) = ρ
b1n
a1m(τ)δa2,e2δb2,e2 . (B.6)
La ecuacio´n de movimiento se puede escribir como
d
dt
ρˆ1,2 = Lρˆ1,2
en donde L actu´a solamente en los dos u´ltimos subsistemas∑
a1a2,m
b1b2,n
˙˜ρb1,b2,na1,a2,m(t) |a1, a2,m〉 〈b1, b2, n| =
∑
a1,a2,m
b1,b2,n
ρ˜b1,b2,na1,a2,m(t) |a1〉 〈b1| ⊗ L (|a2,m〉 〈b2, n|)
as´ı
d
dt
ρˆ1,2 =
∑
a1,a2,m
b1,b2,n
ρ˜b1,b2,na1,a2,m(t)
{
− i
(
(∆ + β2(m+ 1))δ
a2
e2 |a1, e2,m〉 〈b1, b2, n|+ β1mδa2g1 |a1, g2,m〉 〈b1, b2, n|
+G
(
δa2g2
√
m(m− 1) |a1, e2, (m− 2)〉 〈b1, b2, n|+ δa2e2
√
(m+ 1)(m+ 2) |a1, g2, (m+ 2)〉 〈b1, b2, n|
)
− (∆ + β2(n+ 1))δb2e2 |a1, a2,m〉 〈b1, e2, n| − β1nδb2g2 |a1, a2,m〉 〈b1, g2, n|
−G
(
δb2e2
√
(n+ 1)(n+ 2) |a1, a2,m〉 〈b1, g2, (n+ 2)|+ δb2g2
√
n(n− 1) |a1, a2,m〉 〈b1, e2, (n− 2)|
))
+
κ
2
(
2
√
mn |a1, a2,m− 1〉 〈b1, b2, n− 1| − (m+ n) |a1, a2,m〉 〈b1, b2, n|
)}
. (B.7)
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Este sistema de ecuaciones diferenciales se resuelve nume´ricamente y de esta forma se
determina el estado del sistema completo. Para conocer el estado del subsistema ato´mico,
nuevamente se toma la traza parcial sobre las variables del campo y se calcula la concurrencia
con forme cambia el tiempo de interaccio´n y la desinton´ıa de dos fotones.
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